artigo

O cdlculo de raizes de nimeros inteiros positivos com calculadoras, em geral, fornece resulta-

dos com nameros decimais que possuem muitos digitos apds a virgula, fica estranho ter de acre-
ditar na maquina, por nao ter uma técnica mais convincente.

Nesse trabalho, vamos apresentar técnicas para calcular fragées, com numerador e denomina-
dor bem explicitos, que se aproximam de uma raiz k-ésima (k um numero inteiro positivo) de um
ntimero natural a>0 ( {/a ).

Os babilonios, 17 séculos antes da era crista, usavam um método iterativo para obter valores
aproximados da raiz quadrada de um ntiimero real a > 0, que ¢é a sequéncia dada por:
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que € obtida da seguinte forma: tomamos uma aproximagdo inicial x,> 0 da raiz quadrada e fa-

a . ; & o P 5 .
zemos y, =—, que ¢ outra aproximagdo positiva da raiz. Se x, <+/a, entio ¥, >a e vice-versa.
1
Como 4/x,y, =a, é razoavel esperar que a média aritmética

X = 1 1 a
xzzr—y—:_ (x!+yl}=5 X +—
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seja uma aproximagao melhor para a raiz.
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Raiz

Repetindo o processo construimos a sequéncia (1).
Podemos usar a mesma ideia para a raiz cubica, tomando uma aproximagcéo inicial x, > 0, fazendo agora

y,=al(x, }l & )2 y, =a e calculando a média ponderada

2x+y 1 a
X, =———=—(2x,+ 2%, + I
=g At [ (aT]

Repetindo o processo chegamos a

Xy = I[Zx +(x“) ] (2)

i P k=1 k-1 i
Para a raiz k-ésima, k > 2natural, tomamos x>0,y,=a !(xl ) <> i(xl ) y, = a e calculamos a média

ponderada

k

(k=Dx,+y, 1 1 a
j=t————= = (k1 L == (k-1 — |,
X, k[( )x|+}’_] k ( )xl—i_(xl)k—]
Repetindo o processo, chegamos a

|
aﬂ=;%k—na+zé%:} 3)

que, quando for convergente (e serd, desde que tomemos um x, suficientemente préximo da §a), converge
paraa Ya, poissendo/=1lim__ x fica

I=l {k—])i‘+L == kl=k-DI+ @I—ﬁaf‘_a@.’-\/’_.
k (E) f [
Essas recorréncias (1), (2) e (3) podem ser obtidas pelo método de Newton, que usamos para calcular

raizes de equacdes f(x)=o, através da sequéncia iterativa dada por

S
T ()

Para mais informacoes sobre esse método e os critérios de convergéncia, ver o capitulo 9 da referéncia [1].

No exame de qualifica¢io do PROFMAT ENQ-2017.2, a terceira questdo teve o seguinte enunciado:

prr+l =(plr )2 +2(qrr]2 ”_

“Considere as sequeéncias p, e q, definidas recursivamente por p, =q, =1e 2 S1
Ay = <Ppy> N =

a) Prove quep, ]2 = 2(‘1'“ )1 =1

b) Use o item (a) para concluir que as fragoes Pu o irredutiveis para todon =27
£I”
+2
Quando fazemos Pror _ {P“) (q”) " P" — |, obtemos a recorréncia (1) , com x,, p”,que con-
QH—] Zpr.’q" 2 qu & q“

q”
verge para a raiz quadrada de 2. Mas o que tem de bom nessa recorréncia da questiao do ENQ 2017.2 é poder
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