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“Todas as coisas sdo numeros”.
Pitagoras

Introducéao

Atualmente, percebemos um grande desinteresse dos alunos com a disciplina
de matematica. Diante disto, acredito que cabe ao professor buscar por atividades,
problemas criativos e desafiadores, na tentativa de estimular seus alunos nas aulas
de matemética. Certamente, isso possibilitar4d a capacidade de comprovar e provar
afirmacgdes, pensar analiticamente e criticamente, despertando um maior interesse
pela disciplina.

Neste mini-curso, apresento diversas demonstracdes do Teorema de Pitagoras,
algumas propriedades interessantes, alguns jogos, algumas aplicacGes, algumas
construcbes geomeétricas associadas ao triangulo retangulo, sua relacdo com a
trigonometria e diversos problemas criativos, intrigantes e desafiadores que ja

apareceram em concursos e olimpiadas.

Um pouco de Historia

O filésofo grego Pitdgoras nasceu na ilha de Samos provavelmente em 570
a.C. , cerca de 50 anos depois do nascimento o de Tales de Mileto. Filho de rico
comerciante péde viajar pelo Egito, pela Babilbnia e talvez tenha
ido até a india.

Ao voltar para a Grécia, fixou-se em sua terra natal, mas,

descontente com as arbitrariedades do governo de Samos,

transferiu-se para Croton, uma colbnia grega situada na Italia. L4,
ele fundou a escola Pitagérica. Nessa escola, estudava-se religido, Filosofia, Politica,
Mdusica, Astronomia e Matematica. Seus alunos eram divididos em duas categorias:
os alunos dos trés primeiros anos eram chamados ouvintes e 0os alunos dos anos

seguintes, matematicos. Somente aos ultimos eram revelados os segredos da



matematica. Alids, a origem da palavra matematica (que significa “o aprendizado da
arte, da ciéncia”) € atribuida a Pitagoras.
O lema da escola pitagérica era “Tudo é numero”. Eles
procuravam explicar tudo que existe na natureza através dos
nameros. Os pitagéricos formaram uma sociedade cujo emblema
era 0 pentagono estrelado — ou pentagrama. A Unica aspiracao
deles era o0 conhecimento. Os estudos dos pitagoricos trouxeram grandes
contribuicbes para a Matematica, principalmente na Geometria. Entre essas
contribuiges, a de maior sucesso foi sem duvida o conhecido teorema de Pitagoras.
Mesmo depois da morte de Pitdgoras, ocorrida por volta de 500 a.C., a

sociedade dos pitagoricos continuou a existir por mais de quatro séculos.

Na Babildnia

Existem provas concretas de que os babildnios
conheciam o teorema de Pitagoras. Varios tabletes de barro
datados do periodo 1800 a 1600 a.C. foram encontrados,

decifrados e até hoje se encontram em diversos museus.

Um deles é o Plimpton (figura ao lado e abaixo)

O Plimpton 322 recebe esse nome porque é o
namero 322 na colecdo GA Plimpton na
Universidade de Columbia, é uma tabela de
guatro colunas que, inicialmente, parece ser

registro de uma transacao comercial. Entretanto,

ao ser analisado com mais cautela revelou algo

bem diferente: € uma lista de terna pitagéricas.

O que diz o Teorema de Pitdgoras?

Em todo tridngulo retangulo, a area do quadrado cujo
lado € a hipotenusa € igual a soma das areas dos
guadrados que tem como lados cada um dos catetos. O

teorema de Pitagoras é uma relacdo entre areas. Ele afirma




gue a area em tom mais escuro € igual a soma das duas areas em tom mais claro.

ALGUMAS DOMONSTRACOES DO TEOREMA DE PITAGORAS

Como na escola pitagorica suas descobertas eram pouco divulgadas, fica dificil
saber qual foi a demonstracdo dada por seus membros ao teorema de Pitagoras. O
professor de matematica norte-americano Elisha Scott Loomis durante 20 anos
colecionou demonstracbes do Teorema de Pitdgoras e organizou o livio A
Proposicédo de Pitagoras (The Pythagorean Proposition). Somente a primeira edicao
tinha 230 demonstracdes, na segunda, 370 demonstracdes. Hoje existem por volta
de 400 demonstracdes. Loomis classifica as demonstragfes em algébricas, baseada
nas relacdes métricas nos triangulos retangulos; e em geométricas, baseada em

comparac0Oes de areas. Vejamos algumas destas demonstracgoes.

A demonstracéo classica

Presume-se que esta seja a demonstracao feita por Pitagoras.

C b b C

Uma das demonstra¢gdes mais utilizadas hoje (usa semelhanca)

Essa talvez seja a demonstracdo mais A
frequente. A partir do triangulo retangulo ABC,
retdngulo em A, tracamos a altura AH e b C

verificamos que os triangulos AHB e AHC séao

semelhantes entre si e semelhantes ao triangulo
ABC.




A demonstracao de Perigal

Henry Perigal, um livreiro em Londres, publicou
em 1873 a demonstracao que podemos ver ao lado.
Foi uma forma simples de mostrar que a soma dos
guadrados construidos sobre os catetos é igual ao

guadrado da hipotenusa

A demonstracao de Bhaskara

Outra demonstracdo, também obtida da decomposicdo do quadrado, é

atribuida a Bhaskara, mateméatico hindu do Século XII.
Bhaskara teria apenas desenhado a figura e escrito
"Veja!", sem dar maiores explicacoes. ¢l b

b-a

A demonstracao do Presidente

Elisha Scott Loomis registrou num livro 370 demonstracdes desse teorema.
Uma delas é atribuida ao general americano
James Abram Garfield (1831-1881), que foi o
202 presidente dos Estados Unidos, no

periodo de 4 de marco a 19 de setembro de

1881, quando faleceu.
Ele partiu de um trapézio retangulo, dividido

em trés triangulos retangulos.



O TEOREMA DE PITAGIORAS PARA OUTRAS FIGURAS

O teorema de Pitdgoras ndo é valido apenas para a area dos quadrados
construidos sobre os lados do triangulo retangulo, mas para muitas outras
figuras planas. Verifique, algebricamente, sua validade para as figuras. Parta do

principio que: ¢* =a® +b?.
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Teorema de Pitagoras para figuras semelhantes

O Teorema de Pitdgoras vale ndo somente para quadrados, circulos, semicirculos,
triangulos, retangulos construidos sobre os lados do

triangulo retangulo. Esta importante relagédo entre areas

vale para quaisquer figuras semelhantes construidas c D

sobre a hipotenusa e sobre os catetos. a




APLICACOES DO TEOREMA DE PITAGORAS

Altura de um triangulo equilatero, Diagonal do quadrado e Diagonal do

Paralelepipedo

A ’

TERNOS PITAGORICOS

Chamamos de terno pitagérico ao trio formado por trés numeros inteiros
positivos a, b e ¢ onde a®+b®=c*. Um terno pitagdrico é primitivo quando os trés
nameros (a, b, ¢) sdo primos entre si. Os primeiros ternos pitagéricos primitivos sao:
(3, 4, 5), (5, 12, 13), (7, 24, 25), (8, 15, 17), (9, 40, 41), (11, 60, 61), (12, 35, 37), (13,
84, 85), (16, 63, 65), (20, 21, 29)... . Os ternos pitagéricos tém uma propriedade
interessante: Se (a, b, ¢) € um terno pitagorico, entdo (ma, mb, mc) também sera um
terno pitagoérico (m inteiro positivo).

Euclides num de seus livros, dedicado a Teoria dos NUumeros, mostrou que
existem infinitos ternos pitagéricos primitivos. E mais, ele encontrou uma formula que

gera todos o0s ternos pitagoéricos primitivos. Vejamos:

Dados dois nimeros inteiros positivos m e n (m>n), o terno (a, b, c) onde a=m*-n?,

b=2mn, c=m?+n?, é pitagérico. Além disso, se m e n sdo primos entre si, o0 terno é

primitivo.



CONSTRUCOES GEOMETRICAS

As constru¢cdes geometricas com régua e compasso ja apareciam na época
dos pitagoricos e foram muito importantes no desenvolvimento da matematica grega.
Como para os gregos numero sO era usado para inteiros, muitas grandezas eram
associadas a segmentos de reta. Nesse Periodo muitos problemas de algebra eram
resolvidos através da geometria. Na verdade, a soluc&o era construida.

Atualmente, as Constru¢cdes geometrias estdo cada vez mais ausentes dos
livros didaticos e do ensino de geometria. Alguns problemas de construgdo séo
interessantes e motivadores além de ser um importante instrumento auxiliar para o

ensino de geometria.

1) Conhecendo dois catetos com medidas a e b construa um triangulo

retangulo.

2) Conhecendo a hipotenusa e uma dos catetos de medidas a e b,

respectivamente, construa um triangulo retangulo.

3) Conhecendo a altura e a hipotenusa de medidas h e a, respectivamente,

construa um triangulo retangulo.

4) Sendo a e b segmentos dados, construa o segmento x=+a’ +b* .

5) Sendo a e b segmentos dados, construa o segmento x=+a*-b?.

6) Sendo a, b e ¢ segmentos dados, construa o segmento x=+a”+b*+c”.

7) Sendo a segmento dado, construa 0 segmento x=a-/2.

8) Sendo a segmento dado, construa 0 segmento x = a/21.

9) Dados os segmentos a, b e c, construa o segmento x=+a’ +b*-c”.



10) Dados os segmentos a e b construa o segmento x=+/2a* +3b* .

PITAGORAS E AS TRES MEDIAS

O Teorema de Pitdgoras pode ser usado para visualizar geometricamente trés
médias estatisticas: a média aritmética, a média geométrica e a média harmbnica.
Sendo a e b dois numeros positivos, temos que:

Média Aritmética & M, =a%b

Média Geométrica = M, =+ab

2 2ab

1+} a+b
a

Média Harmonica =2 M, =

M,=GB=R
M, = EC=x
M, =FC=)
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Acima temos as definicdes das principais médias estatisticas apenas para dois
nameros. De maneira geral, média aritmética, goemétrica e harmonica para multiplos

nameros sao definadas por.
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ALGUMAS CONTRIBUICOES DO TEOREMA DE PITAGORAS

Se observarmos a nossa volta veremos a quantidades de angulos de 90°. Eles
aparecem nas construcdes de prédios, nas vidragas, nos moveis, nos postes de
energia elétrica, no formato da maioria dos livros, nos pisos, nos campos de futebol,

nas quadras poli esportivas.
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Alicerce da casa

Documentos comprovam que os Egipcios e os Babilénicos conheciam casos
particulares do Teorema de Pitdgoras. Documentos
datados de mais de 1000 anos a.C. comprovam que
na india sabia-se que o triangulo de lados 3, 4 e 5 era

retangulo. Alguns historiados afirmavam que, no Egito

Antigo, os agrimensores usavam o triangulo de lados
3,4 e 5 emuma corda com 12 nés (separados igualmente 3 + 4 + 5) para fazer

angulos retos.



Para construir uma casa, além de todo planejamento inicial, deve-se marcar o
terreno de acordo com a planta. Em geral, as paredes devem estar esquadrejadas
(formar cantos com angulos retos). Porém como marcar esses angulos retos?

O homem egipcio ja conhecia que a terna pitagoérica 3, 4 e 5 e que esse trio
formava um triangulo retangulo. Logo esticava
uma a corda, conforme a figura, e marcavam-

se 0s angulos retos. Assim, mesmo nao e
<
conhecendo formalmente o Teorema de "ﬁ.

|

Pitagoras foi possivel construcbes como as

piramides do Egito entre outras.

Raio da Terra

Ha mais de 2000 anos matematicos e astrdnomos procuravam desenvolver
métodos para calcular as dimensdes da terra dentre
. . , . raios "
estas 0 seu raio. Muitos metodos foram desenvolvidos, B 'a”‘e”“

mas poucos deles conseguiram destaque por conta de '

imprecisdes. O método que ganhou maior destaque foi
um que utilizava o Teorema de Pitagoras. A idéia é

simples e muito criativa, vejamos:

Inicialmente imagine uma praia. Se olhar o mar vocé vé a linha do horizonte,
gue é o lugar onde o mar e 0 céu parecem encontrar, o lugar que 0s barcos
desaparecem mar adentro devido a curvatura da terra. Suponha que vocé esteja na

praia a 2 m de altura e que um barco saia em linha reta numa rota perpendicular a



linha da praia. Em seguida, meca distancia entre a praia e o0 horizonte. Supondo que
esta distancia seja 5 km fica facil calcular o raio da
terra.

De acordo com estes cdlculos chegou-se a
conclusdo que o raio da terra era de 6250 km.

Métodos atuais e bem mais modernos chegaram a

um valor de 6375 km. Dai, o resultado encontrado
utilizando o Teorema de Pitagoras era bastante

proximo do valor calculado através dos métodos

atuais.

TRANSMISSOES VIA SATELITE

Em meados do século passado ninguém podia ver, por exemplo, transmissdes
de jogos ao vivo. Se um aparelho de TV estivesse
a mais de 100 km da estacdo transmissora néo
conseguia captar as imagens devido o fato de a
terra ser curva. Os sinais eram transmitidos e
perdiam-se no espaco.

Atualmente, € possivel assistir jogos
transmitidos ao vivo de qualquer ponto do planeta terra. Isso é possivel gracas ao
grande avanco da ciéncia em especial das leis de Kepler que descrevem as oOrbitas
dos planetas. Com esses conhecimentos foi possivel
desenvolver foguetes, satélites que giram em torno da
terra para onde os sinais de TV s&o transmitidos e de

la reenviados para qualquer canto do planeta. Todas

"
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essas descobertas cientificas e tecnologicas foram
possiveis gracas aos conhecimentos de geometria
sobre triangulos, em especial, sobre triangulos
retdngulos e, conseqlentemente, a Pitagoras.
O Teorema de Pitagoras teve um papel fundamental no desenvolvimento
cientifico e tecnoldgico ndo sé pela sua aplicacdo, mas, por ter despertado o espirito

investigativo. Pitagoras, bem como a sociedade pitagorica, iniciou diversas



investigacOes relacionadas aos numeros. Embora muitas delas ndo tenham chegado
a lugar algum, incentivou a pesquisa de outros cientistas e continua até os dias

atuais mudando o mundo.

ALGUNS PROBLEMINHAS SOBRE O TEOREMA DE PITAGORAS

1) Aprendemos que, num tridngulo retangulo, a area do quadrado construido
sobre a hipotenusa € igual a soma das areas dos
guadrados construidos sobre os catetos.

Agora, pense nisso: o perimetro do quadrado

construido sobre a hipotenusa € igual a soma dos

perimetros dos quadrados construidos sobre os catetos?

Justifique sua resposta.

2) Uma antena retransmissora de sinais de radio, instalada em um terreno
plano horizontal, tem 84 m de altura e &
sustentada por alguns cabos de mesmo \

comprimento, firmemente esticados,

como mostra o desenho.

As extremidades dos cabos =

foram fixadas a 25 m da base da | =i F 1 [

RO T PR —
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antena. Qual € o comprimento de cada cabo?

3) Para executar um servico de laje de casa, o trabalhador apoio a escada de
4,3 m de comprimento, como mostra o

esquema.

A base da escada, apoiada sobre um
piso horizontal, esta afastada 1,8 m da parede.

Qual é a altura aproximada da construgcdo?




4) Observe a figura seguinte. Note que sua construcdo obedece um padrao.

Suponha que os segmentos 24, A BC €D ¢ DE mecam cada um 1 cm.

a) Calcule as medidas dos segmentos E, ﬁ, ZD o IL

b) Vocé percebeu que padrao orienta
a construcao da figura anterior? Pois bem:

mantendo esse padrédo, quais serdo as

medidas dos segmentos £F | Z¢ Z& | 7

5) Imagine um triangulo cujos lados

medem 140 cm, 48 cm e 148 cm. Sera que esse triangulo é retangulo? Justifiqgue sua
resposta.

6) Determine o raio da circunferéncia circunscrita a um triangulo isésceles de
base 8 e altura 10.

7) O antigo livro chinés Jiuzhang suanshu contém 246 problemas.

Para solucdo de alguns deles, é necesséario o uso do gou gu, ou seja, do

teorema de Pitdgoras. Veja um desses problemas traduzido do capitulo 9 do
Jiuzhang. No alto de um bambu vertical esta

*
presa uma corda. A parte da corda em R

contato com solo mede 3 chih. Quando a
corda é esticada, sua extremidade toca o

solo a uma distancia de 8 chih do pé do

0'.lllllllllll--

bambu. Que comprimento tem o bambu?




8) Para executar uma instalacédo, o eletricista fez este esquema:

410m

tubo de PVC
2,20m i 2,70m

1o030m

0,80m 0,70m

No ponto A da parede ja existe uma tomada com energia elétrica. Um novo
ponto de energia serd instalado em B. Para isso, um tubo de PVC (por onde
passardo os fios) sera embutido na parede, de A até B. Qual deverd ser o

comprimento do tubo?

9) Numa de suas aventuras, o explorador Diana Tones descobre uma piramide,

até entdo desconhecida. Curioso por saber que altura tem a piramide ele mede o

comprimento do lado de sua base quadrada, obtendo AB =110m_A seguir, subindo

pela encosta do monumento, mede a distancia de seu vértice superior V até o ponto
médio M do lado da base. Ele obteve ¥M = 88m._Com essas informacgdes, Diana

Tones pretende calcular a altura V0 da piramide. Aceite o desafio: antecipe a ele e

descubra essa altura.
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10) O jardim da casa de Maria é formado por cinco quadrados de igual area e
tem a forma da figura abaixo. Se AB =10 m, entdo a do jardim, em metros quadrados,

€ igual a:

a) 200

b) 1045

c) 100

=
3

100
) —
3

11) A figura abaixo é formada por trés quadrados de lado 1 e um retangulo que

0s contorna.

Sendo assim, a area do retangulo é:

a) 32
b) 4/2
c) 6
d) 642
e)8
12) Se a, becinteiros positivos com b<c<a dizemos que (b, c, a) € um terno

pitagorico se a’ =b*+c?. Sabendo que b=2k+1, c=2k*+2k, a=2k*+2k+1, onde k

€ um inteiro positivo, mostre que (b, ¢, a) € um terno pitagérico.



13) O problema de Hipocrates

A figura a seguir mostra um tridngulo retangulo e
trés semicircunferéncias tendo os lados como diametros.
Mostre que a soma das areas das duas “lanulas”

sombreadas € igual a areas do triangulo.

14) Determine o raio da circunferéncia circunscrita ao triangulo cujos lados

medem 6cm, 6¢cm € 4cm.

15) E dado um quadrado ABCD de lado a. Determine o raio da circunferéncia

que contém os vértices A e B e é tangente ao lado CD.

16) Um helicéptero sai de um ponto P do solo e fez os seguintes movimentos

sucessivos: 500m verticalmente para cima, 900m horizontalmente na dire¢do norte,
200m verticalmente para cima, 700m horizontalmente na direcdo oeste e 100m

verticalmente para baixo, pousando no ponto M de uma montanha préxima. Qual a

distancia aproximada entre PeM ?

17) Chamam-se "ternos pitagéricos” qualquer terno (a,b,c), de ndmeros
inteiros positivos tais que a®+b* =c®. Assim, observa-se que a relagédo que Pitagoras
encontrou ndo € apenas entre catetos e hipotenusa, mas entre nimeros inteiros, o
gue €é coerente com sua crenca de que "tudo € numero ou a ele se assemelha". Se
(19, 2k? + 2k, 2k? + 2k+1) € um terno pitagoérico, entdo o valor positivo de k é:

a) par

b) divisivel por 5

c) multiplo de 7

d) quadrado perfeito

e) primo



18) Os triangulos pitagoricos e o perimetro da fazenda

Uma grande fazenda tem uma forma que pode ser visualizada como um
guadrado e quatro triangulos retangulos, de forma que cada um dos triangulos tem
um cateto coincidente com um dos lados do quadrado. Veja um modelo dessa

fazenda.

Sabemos que todos os triangulos séo diferentes em tamanho, mas com a
propriedade de terem seus lados expressos por um numero inteiro de quildmetros.

Qual o MENOR perimetro possivel para essa fazenda?

19) Quando aintuicao falha.

Tome uma corda esticada, unindo um ponto A de Sao Paulo a um ponto B do
Rio de Janeiro. Suponha que a distancia entre estes pontos A e B seja exatamente
400 km. Tome outra corda com um metro a mais que a anterior, ou seja 400001
metros, e fixe também suas extremidades nos pontos A e B. Ela ficara bamba.
Levante esta corda pelo seu ponto médio formando um tridngulo, conforme a figura.
Responda:

a) A altura h deste triangulo sera maior ou menor que um metro?

a = 400 000 m



20) No triangulo retangulo ABC, ZA =90°, AB=5cme BC =9cm. Sel éo

incentro de ABC, determine o comprimento do segmento CI.

21) Em uma folha quadriculada em que cada

guadrado tem lado 2cm, sdo desenhados dois
circulos como na figura ao lado. A distancia minima

entre os dois circulos mede: //\

a) 3cm

b) +10 cm

C) (\/E+3)cm
d) (@—2)cm
e) (@—3)cm

L

22) Na figura a seguir, ABCD é um quadrado ®
de lado 4, K pertence ao lado AD, L pertence ao K
lado AB, M pertence ao lado BC e KLM é um
tridngulo retangulo isésceles, sendo L o angulo reto. M
Entdo a area do quadrilatero CDKM ¢ igual a D C

a) 6

b) 8

c) 10

d) 12

e) 14



23) Os circulos C1 e Cz, de raios 3
e 4, respectivamente, s&o
tangentes externamente em T. As
tangentes externas comuns tocam
CcemPeQeCzemReS A
tangente interna comum em T

corta as tangentes externas nos

pontos M e N, como mostra a
figura. A raz&o entre as areas dos
guadrilateros MNPQ e MNRS é:

a) % b) 1_96 3 @ 13

O
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