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Cada vez mais estamos incorporando o computador e a internet na nossa
vida cotidiana. Eles sio utilizados por jovens e criangas de forma natural para
interagir, formando redes sociais, pesquisar, obter informacdes, ver videos, ouvir
musica e muito mais. Contudo ainda é timida a utilizacdo do computador pelo
professor como instrumento de ensino e aprendizagem. Atualmente ja temos a
disposicdo na web uma grande quantidade de sites, animacbes, videos e
softwares com objetivos educacionais.

Particularmente a utilizagdo de softwares de Geometria Dindmica (GD) nos
permite fazer construgdes geomeétricas e modifica-las dinamicamente, mantendo
suas relacdes. Dessa forma pode-se compreender mais facilmente resultados
matematicos e fazer conjecturas.

Ha varios bons programas computacionais de Geometria Dindmica
disponiveis: Cabri, Cinderella, GeoGebra, iGeom, etc. O objetivo do minicurso é
apresentar algumas atividades com o software livre GeoGebra e discutir possiveis
utilizagdes como auxilio no ensino e aprendizagem de topicos de Matematica,
principalmente Geometria.

Nessas notas apresentamos apenas um resumo do que sera discutido nos
dois encontros do minicurso. Iniciaremos com a apresentacao de alguns recursos
basicos do GeoGebra, contudo bons manuais para sua utilizagcdo podem ser
encontrados facilmente na internet. Em seguida desenvolveremos atividades de

varios tipos que podem ser adaptadas para uso em sala de aula.



O que é o0 GeoGebra

O GeoGebra é um software livre que reune Geometria, Algebra e Calculo.
Foi desenvolvido pelo professor Markus Hohenwarter, da Universidade de
Salzburgo, na Austria, teve sua primeira versao lancada no final de 2001 ([1] e [4]).

O GeoGebra permite construir varios objetos geométricos: pontos, vetores,
segmentos, retas, se¢des cdnicas, graficos de fungdes e curvas parametrizadas,
0s quais podem depois ser modificados dinamicamente. Equacdes, expressoes de
fungdes e coordenadas podem ser introduzidas diretamente com o teclado. Sao
apresentadas duas janelas de visualizacdo: na janela a direita sdo mostrados as
representagcdes dos objetos geométricos e na da esquerda aparecem as
representagdes algébricas dos objetos. Além disso, é possivel obter derivadas e
integrais de fungdes e outros elementos proprios da analise matematica, como
raizes ou extremos de uma fungao.

O software pode ser instalado em qualquer computador, com qualquer

sistema operacional, a partir do endereco eletrdénico http://www.geogebra.org/cms

também disponivel na versdo em portugués.
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Figura 1 : janela padréo do GeoGebra


http://www.geogebra.org/cms

3

O GeoGebra ¢é facil de usar pois suas fungdes sdo bem intuitivas. Certos
comandos sao os usuais de programas para edicdo e construgao e sao ativados
com cliques do mouse. Ha uma barra de botdes com icones que traduzem suas
fungdes. O funcionamento basico consiste em ativar uma fungdo selecionado-a
com o mouse e clicando.

Na barra de botdes temos
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Para mover objetos selecione a “seta” no canto esquerdo e o objeto que se
deseja movimentar. Somente os objetos livres podem ser movidos.

Os objetos construidos podem ser apagados, escondidos, renomeados ou
podem ser exibidos em linhas de cores e formatos diferentes. Para tal deve-se
clicar no objeto com o botao direito do mouse e selecionar a op¢éo desejada.

Para adquirir familiaridade com as funcdes e os recursos do GeoGebra
vamos realizar algumas atividades elementares. A cada agédo observe o efeito na
janela de Algebra.

« Abra uma janela do programa. Na barra de ferramentas selecione Exibir e
observe que a opcao “Eixo” esta ativada. Para retira-los basta desmarcar
essa opgao. Note que também se pode trabalhar com a janela geométrica
quadriculada, selecionando Malha.

+ Selecione o modo “Ponto” e crie dois pontos A e B. Selecione o modo “Reta”,
clique no ponto A e no ponto B: aparecera a reta que contém A e B.

« Clique na reta com o botdo direito do mouse e renomeie a reta. Depois



esconda o ponto B usando a opgao “Exibir”.

« Selecione “Circulo” e clique no ponto A. A0 mover 0 mouse aparecera um
circulo. Clique no ponto B para criar um circulo que tem centro em A e passa
por B.

« Clique no circulo com o botéo direito do mouse e na opgao “propriedades”.
Altere cor e estilo do traco.

* Numa nova janela selecione o0 modo “Poligono” e clique para criar pontos A,
B, C, fechando o poligono clicando outra vez em A. Na janela algébrica
pode-se ver 0 numero correspondente a area do tridngulo. Se desejar obter
os angulos internos do triangulo deve-se selecionar o modo “Angulo” na

barra de ferramentas e clicar sobre o tridngulo.

Construgoes com régua e compasso.

O uso de um programa de Geometria Dinamica possibilita discutir a
validac&do de constru¢gdes geométricas com régua e compasso. Para ilustrar vamos
usar o software para reproduzir algumas construgdes que fazemos com régua e

compasso. Para tal vamos esconder os eixos coordenados.

Atividade 1 : Construgcdo de mediatriz de um segmento com régua e compasso.

a) Dé a definicdo de mediatriz de um segmento. Como construir com régua e
compasso a mediatriz de um segmento?

b) Na janela do GeoGebra crie dois pontos quaisquer A e B. Crie 0 segmento que
liga esses dois pontos. Usando a correspondente op¢cdo no GeoGebra, trace a
circunferéncia de centro A e raio B e depois a circunferéncia de centro B e raio A.
Marque os pontos de intersecgcdo desas duas circunferéncias e crie a reta que
passa por eles.

c) Selecione e movimente os objetos livres (pontos A e B e o segmento AB).
Observe a janela geométrica e a janela algébrica. Essa construgdo nos forneceu a
mediatriz de um segmento? Por qué?

d) Depois das observagdes, prove que com essa construcdo se obtém de fato a

mediatriz de um segmento qualquer AB.



Atividade 2 : Construcéo da bissetriz de um angulo com régua e compasso.

a) Dé a definicdo de bissetriz de um angulo. Como construir com régua e
compasso a bissetriz de um angulo?

b) Na janela do GeoGebra crie pontos A semi retas a partir de A. Selecione a
opcado “Angulo” e as duas semi retas. Aparecera a medida do angulo formado por
essas semi retas.

c) Trace uma circunferéncia qualquer de centro em A. Determine os pontos D e E,
que correspondem a interseccdo dessa circunferéncia com a semi retas. Trace
duas circunferéncias de centros D e E, ambas passando por A. Determine os
pontos de intersec¢ao dessas duas circunferéncias e a reta determinada por eles.
d) Selecione e movimente os objetos livres. Observe a janela geométrica e a janela
algébrica. Essa construgao nos forneceu a bissetriz de um angulo? Por qué?

e) Depois das observagdes, prove que com essa construcdo se obtém de fato a

bissetriz de um angulo qualquer.

Explorando resultados da Geometria

O uso de softwares de Geometria Dindmica possibilita trabalhar temas de
geometria plana de forma mais atraente, mas principalmente permite discutir a
diferenca entre a geometria dedutiva e a indutiva, enfatizando a necessidade e
importancia do formalismo matematico. Essa ferramenta permite que o professor
discuta conjecturas e a validade de argumentos.

Por exemplo, varias interessantes atividades podem ser feitas para introduzir
e discutir casos de congruéncia e semelhanga de triangulos. O estudo dos pontos
notaveis de um triangulo, das cénicas e suas propriedades também fica bem mais
interessante utilizando um programa de GD.

O GeoGebra possui a opgcao de criar ponto médio de um segmento,
mediatriz de um segmento e a bissetriz de um angulo ndo sendo necessario repetir

essas construcdes. Usaremos essas opcdes para facilitar as construcoes.

Atividade 3.

a) Na janela do GeoGebra e com a opcédo “Poligono” desenhe um tridngulo
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qualquer A4BC . Usando a opgao correspondente crie os pontos médios M;, M, e
M; dos lados 4B, BC, AC, respectivamente.

b) Crie o triangulo &AM, M,M ;. Selecione e movimente os objetos livres. O que se
percebe? Facga conjecturas relacionando os tridngulos. (Em sala de aula o

professor deve estimular os alunos a procurar relagdes.)

c) Mostre que M M,, MM, e M,M, s&o paralelos, respectivamente a 4C, BC e
AB, € que a medida de cada um é a metade da medida do lado paralelo

correspondente (para isso utiliza-se casos de semelhanca de tridngulos, dentre

outros resultados).

Atividade 4. Recorde as definicbes de baricentro, circuncentro, incentro e
ortocentro.

a) Construa um tridngulo qualquer. Nele construa o baricentro, o circuncentro, o
incentro e o ortocentro. Esconda todos os elementos de construcao, deixando
apenas o0s pontos notaveis visiveis. Renomeie o0s pontos: baricentro (G),
circuncentro (H), incentro (/) e ortocentro (O).

b) Crie a reta que passa por G e H. Mova um dos vértices do triangulo. O que vocé
observa?

c) Muitas questdes e conjecturas podem surgir. O professor deve conduzir as
atividades de maneira a proporcionar a discussdo da colinearidade dos pontos
notaveis G, H e O. Assim tera motivado os alunos para a formalizacdo desse

resultado.

Atividade 5. Adaptado de [3].

a) Crie uma circunferéncia de centro A passando por B. Renomeie o centro para O.
Crie pontos A e C na circunferéncia e construa o triangulo ABC.

b) Construa o baricentro G do triangulo ABC (use a opgao “Ponto médio).

c) Clique no ponto G com o botéo direito no mouse e selecione “Habilitar rastro”.

d) Selecione e mova o ponto A sobre a circunferéncia e observe. Qual o lugar
geométrico determinado pelos baricentros dos triangulos?

e) Sera que isso ocorre para qualquer triangulo? Desabilite a fungdo “Habilitar
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rastro” para o ponto G. Usando a opg¢ao “Lugar Geométrico” selecione os pontos G
e A. Mova o ponto A (sobre a circunferéncia) e o ponto B cria-se outros tridngulos.
O que se observa?

f) Deve-se obter uma circunferéncia que contem G. E interessante mudar sua cor
para destaca-la. Para determinar o centro P dessa circunferéncia tome dois outros
pontos e trace as mediatriz dos segmentos formados por esses trés pontos.

g) Na janela “Entrada” digite: razdo=distancia[O,A]/distancia[P.G]. Na janela
algébrica veja o resultado. Novamente selecione e mova o ponto A e observe.

h) Marque o ponto médio M de BC. Trace a reta que passa por M e O. Novamente
selecione e mova o ponto A. O que se observa? (Em sala de aula o professor
deve conduzir as atividades de maneira a proporcionar a formulagao de questdes e

a necessidade de formalizagao.)

Explorando a Parabola

As cbnicas sao curvas especiais obtidas pelo corte do cone por um plano.
Estamos falando das elipse, hipérbole e parabola. Tais curvas planas sdo também
definidas como lugar geométrico dos pontos que satisfazem determinadas
propriedades envolvendo distancias. Suas propriedades sdo muito interessantes e
uteis, e por isso elas aparecem em arquitetura e na construcdo de varios
instrumentos e objetos que usamos.

Em particular parabolas aparecem em antenas, espelhos, luminarias e varios
projetos arquitetonicos. Trajetorias parabdlicas também ocorrem em fendmenos da
natureza. Em sala de aula o tema pode ser explorado em diversos contextos.

No ensino basico a curva aparece também como grafico das fungdes
polinomiais quadraticas. E muito comum n3o se fazer a relagdo entre esses dois
enfoques, nem se explorar as diversas constru¢des dessa curva.

Recordemos a definicdo mais usual de parabola: Dados uma reta d e um

ponto F a parabola de foco F e reta diretriz d € o lugar geométrico dos pontos

equidistantes de F e d.



Atividade 6. Vamos fazer uma construgéo da parabola.

a) Crie um ponto F e uma reta d. Crie um ponto A em d. Construa a mediatriz s do
segmento FA. Construa a perpendicular r a reta d, passando por A. Determine o
ponto P, a interseccdo de re s.

b) Selecione o ponto P e habilite a fungao rastro. Selecione o mova o ponto A sobre
a reta d. Prove que, de fato, P pertence a parabola de foco F e diretriz d.

c) Use a fungao “Desfazer” em Editar para apagar o rastro. Selecione a s e habilite
a funcao “rastro”. Mova o ponto A sobre a reta d e observe. Pode-se provar que s &

de fato reta tangente a parabola.

Atividade 7. Vamos construir o grafico da fungdo polinomial do segundo grau. f(x)
= ax’+bx+c. Lembre que qualquer expressao do tipo ax?*+bx+c pode ser escrita na
forma a(x-m)*+n. Vamos construir graficos que dependem de paradmetros.

a) Na janela “Entrada” digite: a=1/4 e dé “Enter’. Repita o processo para m=0 e
n=0.

b) Na janela “Entrada” digite: f(x) = a*(x-m)*2+n. Aparecera o grafico de f(x).
Observe a janela algébrica. .

c) Na janela algébrica cliqgue em a, m e n para que aparegam na janela geométrica.
Selecione e altere primeiramente “a” e verifique o efeito. Faca o mesmo para “m” e
“n”. Compare o que se tem nas janelas algébrica e geométrica.

d) Trace as retas d e t de equacdes “y=-1/(4a)+n” e “x=m”, digitando na “Entrada”
essas expressdes. Obtenha o ponto P interseccdo da parabola com a reta t.
Obtenha em t o ponto F cuja distancia a P € igual a distancia de P a reta d.

e) Mova os parametros a, m e n novamente. O que representam d e F?

Essas sdo algumas ideias de utilizagcdo desse software para o ensino e
aprendizagem de Matematica. Atividades realizadas com o auxilio do computador
devem ser preparadas visando elaborar conjecturas ou apresentar solugoes.
Motiva-se assim a discussao e o aprofundamento do conteudo. A utilizagdo desses
recursos deve estar aliada ao conhecimento matematico sistematizado a fim de

contribuir no processo de ensino e aprendizagem.
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