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O USO DE TRANSFORMAGOES ISOMETRICAS
NA SOLUGCAO DO PROBLEMA DE FAGNANO

GEORGE DA CosTA EuzEBio

INTRODUGCAO

Segundo a habilidade EM13MAT105 da Base Nacional Comum Curricular, os alunos de ensino
médio devem saber

utilizar as nogoes de transformacgdes isométricas (translacdo, reflexao, rotagio e
composi¢des destas) e transformagdes homotéticas para construir figuras e analisar
elementos da natureza e diferentes produ¢des humanas (fractais, construgoes civis,
obras de arte, entre outras). (BRASIL, 2018, p. 533)

Assim, o professor de matematica deve fazer uso de ferramentas que possibilitem ao aluno entender
e resolver problemas matematicos utilizando essas nogdes.

Em determinada etapa do ensino da geometria é corriqueiro aparecer situagdes que trabalham
propriedades geométricas na busca de um valor maximo ou minimo que satisfaga as condigdes exi-
gidas do problema como, por exemplo, “calcular a drea maxima de um triangulo retangulo dado o
valor da hipotenusa”

Com o intuito de trabalhar as no¢oes de transformacdes isométricas aplicadas na solugdo de pro-
blemas geométricos, abordaremos o Problema de Fagnano que consiste em “encontrar o tridngulo DEF
de perimetro minimo inscrito em um triangulo acutangulo ABC dado”. Esse problema pode ser solu-
cionado utilizando-se técnicas de calculo, porém ha uma solugdo que pode ser apreciada por alunos de
nivel médio da educagao basica e que faz uso das ferramentas citadas.

DESENVOLVIMENTO

Como mencionado anteriormente, para a solu¢do do problema, usaremos as propriedades da
transformacdo isométrica conhecida como reflexdo. Para isso definiremos a reflexdo como uma
transformagdo que preserva a distdncia entre dois pontos em relagdo a uma reta dada. Desse modo,
dados os pontos A e B e a reta r, o ponto B, como mostra a figura a seguir, é chamado de reflexdo do
ponto B em relagdo a reta r.
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E facil observar que EB’ = EB, pelo fato de o
AEBD ser congruente ao AEB’D, pelo caso de con-
gruéncia LAL, onde ED ¢ um lado comum aos trian-
gulos, EDB = EDB’ e uma vez que o ponto B’ ¢é
escolhido de modo que BD = B’D, com BB’ perpen-
dicular a reta r.

Antes de solucionarmos o Problema de Fagnano,
vamos mostrar que, ao refletirmos o tridngulo ortico
de um tridngulo ABC qualquer, dois dos lados do
tridngulo ortico refletido sdo continuagdo dos lados
correspondentes do tridngulo ortico original.

No triangulo ABC acima, apds fazermos a re-
flexao da figura pelo lado BC , o segmento AE é a
altura relativa ao lado BC e a0 mesmo tempo bisse-
triz do angulo DEF, pois DEF é o triangulo drtico de
ABC. Igualmente, o segmento A’E ¢ altura relativa
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ao lado BC do triangulo A’BC e também bissetriz do
angulo D’EF. Os segmentos AE e AE sdo colineares,
pois possuem o ponto E em comum e formam um
angulo de 90° com o lado BC. Caso esses segmen-
tos nao fossem colineares, formariam um tridngu-
lo com soma dos angulos internos maior que 180°.
Como os tridngulos DEF e D’EF sao congruen-
tes (por construgdo), os angulos DEF e D’EF sio
congruentes e nos mostram que os de angulos AEF
e A’ED’ sdo congruentes, portanto, como possuem
o ponto E em comum, sao OPV e os segmentos FE
e ED’ sao colineares. Analogamente, temos que DE
e EF sdo colineares. Isso nos mostra que, ao refle-
tirmos um triangulo ABC por um de seus lados, os
tridngulos drticos possuirao lados colineares.

Problema de Fagnano: Seja ABC um tridngulo
acutangulo. Determinar o triangulo DEF inscrito no
tridngulo ABC, de modo que DEF possua o menor
perimetro possivel.

Para solucionar o problema, iniciaremos com
um triangulo acutangulo arbitrario ABC no qual
inscreveremos o tridngulo drtico DEF e mostrare-
mos que esse triangulo é o elemento buscado para a
solugdo desse problema.

Para mostrarmos que o perimetro do tridngulo 6r-
tico é o menor possivel, faremos as reflexdes sucessivas
do triangulo ABC pelos lados BC, CA, BA,, B,C,
C,A,, de modo a obter a linha poligonal reta compos-
ta por segmentos colineares formados por reflexdes
de triangulos orticos. Os segmentos sao alinhados por

construgio devido ao resultado anterior.



