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Resumo

Este trabalho tem o propésito de apresentar dois objetos de destaque da Geometria
Fractal: as Arvores Bifurcadas e o Triangulo de Sierpinski. Abordaremos suas
defini¢Bes, propriedades e a construcdo, passo a passo, de cada um desses objetos com
a utilizacdo do software livre GeoGebra (versdo Classic). Além disso, sugerimos
atividades que podem ser adaptadas para possiveis aplicacdes no ensino de Matematica
em qualquer nivel do Ensino Bésico, uma vez que o conteldo que envolve esses
objetos fractais ndo é usualmente tratado e traz situacOes interessantes e ndo comuns
guando comparados com a Geometria Euclidiana. Por exemplo, o surgimento de
figuras planas com medidas de area nula e perimetro infinito. A Geometria Fractal,
aliada aos suportes tecnoldgicos de Geometria Dinamica como o GeoGebra, permite o
desenvolvimento de varias pesquisas voltadas para o ensino-aprendizado da
Matematica e de outras areas, desde as ciéncias naturais as econdmico-sociais e a
tecnologia. Inserimos uma secéo onde indicamos um link de acesso as resolucdes das
atividades propostas e aos fractais construidos pelos autores deste artigo utilizando o
GeoGebra. Esperamos estimular o leitor a construir novos modelos matematicos para
auxiliar os estudos de Matematica Pura e/ou Aplicada.
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1 INTRODUCAO

A Geometria Fractal é cronologicamente jovem, com pouco mais de 160 anos, tendo suas
primeiras aparices em meados dos anos 1857 e 1913 quando um grupo de cientistas
catalogaram alguns objetos, que hoje conhecemos por fractais, como “monstros” por ndo
terem “forma perfeita” a luz da Geometria Euclidiana e julgaram (equivocadamente) que
tais figuras ndo teriam significativo valor para a ciéncia. O termo fractal vem do latim
fractus e significa “quebrar” e foi criado pelo matematico francés Benoit B. Mandelbrot
em meados de 1975 [10], quando esses estudos comecaram a ser difundidos, inicialmente
com construcbes do que hoje denominamos de fractais classicos, como o Conjunto de
Cantor, a Curva de Koch e o Triangulo de Sierpinski.
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Figura 1: Da esquerda para a direita, temos: o Conjunto de Cantor (5 iteragdes), a Curva
de Koch (4 iteragdes) e o Triangulo de Sierpinski (4 iteragdes). Fonte: [12] e [13].

Segundo Mandelbrot, “Um fractal ¢ conjunto para o qual a dimensdo de Hausdorft-
Besicovitch excede estritamente a dimensdo topoldogica” [13]. Por Feder: “Um fractal é
uma forma cujas partes se assemelham a seu todo sob alguns aspectos” [13]. Por Falconer:
“o conjunto F é um fractal se pode ser expresso através de um processo recursivo ou
iterativo” [13]. Essas figuras geométricas ao contrario do que se pensava inicialmente,
possuem diversas aplicacdes relevantes de contexto socioecondmico e hoje compdem uma
area que se sobressai por sua aplicabilidade.

O conceito de dimenséo fractal nos da uma nogdo numérica acerca do que conhecemos
por rugosidade de um determinado objeto fractal, sendo utilizado em varias areas
cientificas, como nos estudos dos sistemas cadticos e imprevisiveis, mais especificamente,
nas previsdes dos precos das acdes da bolsa de valores. Outro tipo de aplicacdo seria o
reconhecimento de padrdes em imagens, permitindo melhorias na qualidade das
impressdes de objetos com grande quantidade de detalhes de uma maneira mais proxima
darealidade [12]. Também encontramos na arte, a producéo de figuras artificiais de grande
apreciacdo e jamais vistas antes de sua criagdo, como os Conjuntos de Julia e os Conjuntos
de Mandelbrot apresentados na Figura 2.

Figura 2: Da esquerda para a direita, trés imagens de Conjuntos de Mandelbrot e a de um
Conjunto de Julia. Fonte: [12].

No cinema, com a utilizacdo do computador, sdo produzidas imagens artificias
semelhantes a objetos reais como nuvens, montanhas, galhos de arvores entre outros [13].
Na medicina temos, por exemplo, sua aplicacdo descrita na quantificacdo do grau de
rejeicdo pos-transplante cardiaco em [11] e no estudo da heterogeneidade da perfusdo
regional pulmonar em [4].

Figura 3: Da esquerda para a direita, representagcdes de fractais aleatorios: nuvens,
montanhas, ramo de uma samambaia e ramificacdes das artérias coronarias. Fonte: [13].




Os fractais possuem aplicabilidade em muitas areas do conhecimento e convidamos o
leitor a fazer uma breve pesquisa para reconhecer a relevancia dos estudos nessa area. E
importante salientar que padrées no qual o todo se reproduz em partes menores
(autossimilaridade) ndo € exclusividade de construcdes artificiais, podemos observar esses
padrdes também na natureza.

Figura 4: Da esquerda para a direita, padrdes fractais na natureza: afluentes de rios, ramos
de arvores, formato dos raios e bactérias. Fonte: [13].

A 492 edicdo da Revista do Professor de Matemaética (RPM) foi pioneira na temética da
Geometria Fractal com a proposta de construcao de fractais classicos com o software de
Geometria Dindmica iGeom [5]. Na 572 edicdo ha possibilidades de estudos dos fractais
com investigacéo sobre calculos de area e perimetro dessas figuras utilizando progressoes
geométricas [14]. Ja a 72%edicdo traz uma apresentacdo de um fractal ndo tdo conhecido:
o fractal de Grossman, cuja construgdo se relaciona diretamente com a sequéncia de
Fibonacci [7]. Artigos sobre o software livre GeoGebra foram abordados em quatro
publicacGes da RPM. Sua estreia ocorreu na edi¢do 672 edicdo com uma apresentacdo geral
do programa, destacando o forte potencial de utilizacdo para composicdes de atividades
computacionais em sala de aula [2]. A 85? edicdo trata sobre a possibilidade de criacdo de
ferramentas adicionais alem daquelas que ja existem no programa. Para isso é utilizada a
opcao “criar uma nova ferramenta” no menu “ferramentas” [8]. A edicdo seguinte reforca
as possibilidades de utilizacdo do GeoGebra em sala de aula com um relato de sua
utilizacdo em um trabalho desenvolvido com discentes do 2° ano do ensino médio do
Colégio de Aplicacdo da UFRJ (CAp/UFRJ), em que eles deveriam construir logotipos
utilizando gréaficos de funcbes com restricdo em seus respectivos dominios [6]. Por fim, o
artigo [1] da 872 edicao fez um compilado das possibilidades das ferramentas 3D.

Neste trabalho, apresentaremos a construcio de uma Arvore Bifurcada e do Triangulo de
Sierpinski com o auxilio do GeoGebra, foco principal deste trabalho. Vale ressaltar que o
processo de construcdo de um fractal ndo se completa em um numero finito de passos. Ele
se da pela aplicacdo de uma regra de transformacdo geométrica em determinadas partes
do objeto resultante, repetidas vezes. De forma ideal, infinitas vezes.

2  ARVORES BIFURCADAS E O TRIANGULO DE SIERPINSKI

Existem diversas categorias de fractais em relacdo a sua construcdo, dentre as quais
podemos destacar os que sdo definidos por sistemas de funges iteradas e sdo conhecidos
como fractais deterministicos ou geométricos. Esses fractais sdo caracterizados por
possuirem uma regra fixa de substituicdo geométrica. Os fractais desse tipo possuem
autossimilaridade exata, ou seja, o fractal é idéntico em diferentes escalas. As Arvores
Bifurcadas e o Triangulo de Sierpinski sdo fractais desse tipo [13]. Adiante, apresentamos



definicdes, propriedades e construcOes desses objetos fractais. Descrevemos, passo a
passo, 0 processo de construcdo destas figuras realizado com o software GeoGebra.

2.1 Arvores Bifurcadas

As Arvores Bifurcadas sdo fractais gerados por funcdes iterativas tipo arvore, ou seja, tém
em seu processo iterativo ramificacfes que se assemelham-se a arvores. A sua construcdo
parte de um segmento vertical (que sera o tronco), e desse segmento teremos um angulo
de bifurcagdo onde o tronco se ramificard gerando, a partir de um fator de
redugdo/ampliagdo fixado, novos “galhos” e a cada passo o niimero de galhos da arvore
dobra. Um fato interessante é que podemos avaliar se a arvore sera limitada ou néo,
conforme o valor de seu fator de reducdo/ampliacéo, que denotamos por r. Usando alguns
elementos de trigonometria em [13], mostra-se que para r < 1 a arvore sera limitada e para
r>1, ndo existe regido que a limite. Abaixo, temos variacdes de &rvores de acordo com o
angulo de bifurcacéo.
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Figura 5: Arvores Bifurcadas. Fonte: [13]

Utilizando o GeoGebra, é possivel visualizar algumas iteracbes do processo de
construcdo de uma Arvore Bifurcada. A seguir, apresentaremos 0 passo a passo da
construcao dessas arvores no GeoGebra.

Passo 1: Clique com o botdo direito do mouse na janela de visualizacdo do GeoGebra e
desmarque as opc¢des EXIBIR EIXOS e SEM MALHA para retirar os eixos e a malha da
tela, seguindo os passos dados na figura abaixo:
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Figura 6: Retirada da malha e dos eixos da janela de visualiza¢do. Fonte: Autores.



Passo 2: Acesse a ferramenta SEGMENTO no menu principal para construir os
segmentos AB e BC. Com a ferramenta, clique em dois lugares quaisquer da janela de
visualizacdo e isso formard o segmento AB. Em seguida, clique no ponto B e em outro
local qualquer da janela para formar o segmento BC.
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Figura 7: Construcdo dos segmentos AB e BC. Fonte: Autores.
Observe que o segmento AB foi automaticamente rotulado por f e 0 segmento BC por g.

Passo 3: Utilizando a ferramenta ANGULO no menu principal, vamos formar o 4ngulo
entre os segmentos AB e BC. Com a ferramenta, clique nos segmentos AB e BC, nessa
ordem, isso criard o angulo a.
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Figura 8: Construgdo do angulo o. Fonte: Autores.

Passo 4: Na caixa de entrada, no canto inferior esquerdo da tela, digite r=f/g e pressione
ENTER no teclado do seu computador/celular. Na janela de algebra aparecera como
segue na figura abaixo:

Figura 9: Definindo a razéo r. Fonte: Autores.



Passo 5: Utilizando a ferramenta CIRCULO: CENTRO & RAIO, no menu principal,
construa o circulo ¢ centrado no ponto C com raio r.g. Clique no ponto C e abrird uma
caixa de dialogo na qual vocé deve digitar r*g.
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Figura 10: Construcao do circulo c. Fonte: Autores.

Passo 6: Utilizando a ferramenta ANGULO COM AMPLITUDE FIXA, no menu
principal, crie um angulo B com amplitude igual ao angulo a. Clique no ponto B e no
ponto C, nessa ordem. Na caixa de didlogo que surgira, digite o. Isso automaticamente
criard o ponto B’.
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Figura 11: Criagdo do angulo B e do ponto B’. Fonte: Autores.

Passo 7: Novamente, utilizando a ferramenta SEGMENTO, crie o segmento CB’ que
seré rotulado por h. Com auxilio da ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS, no
menu principal, clique no segmento h e no circulo c. Dessa forma, geramos o ponto D de
intersecdo do segmento h com o circulo c.
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Figura 12: Criagdo do segmento CB’ e do ponto D. Fonte: Autores.

Passo 8: Retire os rotulos dos segmentos AB, BC e de todos os pontos clicando com o
botdo direito do mouse no objeto desejado e, na caixa de didlogo, desative a opcao
EXIBIR ROTULO. Em seguida, oculte a circunferéncia c, os angulos f e o, o ponto B’
e 0 segmento h. Para isso, basta dar um clique com o botédo direito do mouse no objeto
em questdo e desmarcar a opcdo EXIBIR OBJETO. Como exemplo, a figura seguinte
apresenta o procedimento para retirar o rétulo do segmento AB:
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Figura 13: Retirando o rétulo de AB. Fonte: Autores.

E a figura seguinte apresenta o procedimento para ocultar a circunferéncia c.
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Figura 14: Ocultando a circunferéncia c. Fonte: Autores.
Para retirar os demais rétulos e ocultar os demais objetos segue-se a mesma ideia.
Passo 9: Crie um segmento com os pontos C e D, e retire o seu rétulo.

No proximo passo vamos criar uma nova ferramenta para o menu principal do GeoGebra.
Essa ferramenta construird novos ramos da Arvore Bifurcada.

Passo 10: Clique nos 3 tracos no canto superior direito da tela e escolha a opgdo
FERRAMENTA. Na opc¢do de FERRAMENTA clique na op¢cdo CRIAR UMA NOVA
FERRAMENTA. Dai, abrira uma caixa de didlogo e vocé deverd selecionar em
OBJETOS FINAIS o segmento “i:segmento CD” e o ponto “D: ponto de intersec¢ao c,
h”, nessa ordem. Em seguida, va para a opgdo de NOME E ICONE e clique em concluir.
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Figura 15: Criando uma nova ferramenta. Fonte: Autores.

Passo 11: Selecione a ferramenta criada no Passo 10, denominada FERRAMENTA 1 no
menu principal. Clique nos 3 Gltimos pontos da arvore, da esquerda para a direita da tela,
e, a partir dai aparecerd um novo ramo da arvore.
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Figura 16: Construg&o de um novo ramo da arvore. Fonte: Autores.

Realize esse procedimento por mais trés vezes. E a figura resultante sera:

>

Figura 17: Figura resultante. Fonte: Autores.

Passo 12: No menu principal, escolha a ferramenta REFLEXAO EM RELACAO A
UMA RETA. Selecione o ultimo segmento da arvore e clique no segmento anterior a
este, conforme figura abaixo. Como resultado obteremos um novo ramo que serd a
reflexdo do segmento selecionado em relacdo ao segmento clicado. Note que na figura
seguinte o quadrado representa o segmento que sera refletido e a mdo do mouse indicara
0 segmento que sera o eixo de reflexao.
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Figura 18: Reflexdo em relacdo a uma reta. Fonte: Autores.



Repita esse procedimento para cada figura selecionada conforme abaixo:
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Figura 19: Primeira reflex&o. Fonte: Autores.
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Figura 20: Segunda reflex&o. Fonte: Autores.
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Figura 21: Terceira reflexdo. Fonte: Autores.
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Figura 22: Quarta reflexdo. Fonte: Autores.
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Figura 23: Quinta reflexdo. Fonte: Autores.



Assim, vocé finalizara a sua arvore com o nimero de galhos que desejar.

Observamos que se vocé alterar o tamanho dos segmentos AB e CD iniciais e/ou 0 angulo
a vocé produzira novas arvores bifurcadas, conforme as figuras a seguir:

1

Figura 24: Arvores com diferentes tamanhos para os segmentos AB, CD e amplitude
para o angulo a. Fonte: Autores.

Vocé pode também alterar as cores da maneira que quiser e obter um resultado de
acordo com seu gosto pessoal. No link abaixo, disponibilizamos um modelo de fractal
do tipo arvore feito pelo nosso grupo.

https://www.geogebra.org/m/kahfd4wv
2.2 O Triangulo de Sierpinski

O Triangulo de Sierpinski € um fractal obtido a partir da seguinte construcdo recorrente: a
partir de um triangulo equilatero, marcamos os pontos médios de cada lado e retiramos da
figura o triangulo cujos vértices sdo esses pontos medios dos lados do tridangulo anterior.
A cada nova etapa repetimos o processo em cada novo triangulo equilétero resultante da
etapa anterior. O Triangulo de Sierpinski é a figura obtida quando esse processo ocorre
indefinidamente. Um fato curioso sobre esse fractal é que ele tem medida de area nula e a
medida de perimetro infinita. E possivel verificar essas afirmacdes analisando o que
acontece com essas medidas em cada iteracdo. De fato, supondo que o triangulo inicial
tem medida de lado igual a | unidades de comprimento, na n-ésima iteracdo a medida Pn
do perimetro da figura é dada pela expressao
P, =3 (3)"

dai quando n — o, temos que P, — oo. Enquanto sua medida de area, An, na n-ésima
iteracdo, €

An = ()20

consequentemente, quando n — oo temos que Ay — 0.

Conforme observamos na se¢do anterior, com o auxilio do GeoGebra, podemos observar
algumas iteracdes da construcdo do Triangulo de Sierpinski. A seguir, descreveremos o
passo a passo dessa construcdo no GeoGebra.


https://www.geogebra.org/m/kahfd4wv

Passo 1: Selecione a ferramenta PONTO no menu principal e crie 0s pontos A e B no eixo
das abscissas conforme a figura abaixo:
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[2> Ponto em Objeto = 0:10)
8 @ B=(10,0)
‘,/ Vincular / Desvincular Ponto
X Intersegéo de Dois Objetos 6
¥ * Ponto Médio ou Centro .
.Z Ndmero Complexo 4
2
N Otimizagao D
2
N Raizes *

Figura 25: Criagdo os pontos A e B. Fonte: Autores.

Passo 2: Oculte a malha e o eixo como feito na construcdo das arvores bifurcadas na
secdo anterior.

Passo 3: Selecione a ferramenta POLIGONO REGULAR no menu principal e selecione
0s pontos A e B. Em seguida, na caixa de dialogo que surgira, digite o nimero de vértices
para produzir o poligono poll.

R oA / } e

Py A = Ponto(Eix¢
O

o)) EIRNIES R

ffx Poligono

— (0,0

O ( ) I D Poligono Regular @I
b= (109 Ik\ Poligono Rigido

g f)- Poligono Semideformavel

Poligono Regular

[R] 714 8OO &) = 4
A = Ponto(EixoY) N
~ (0.0) ®

Q@ B=(100 :
- poll = Poligono(A, B, 3)

b — 433

f = Segmento(A, B, poll)

— 10

Figura 26: Construcdo do poll. Fonte: Autores.



Passo 4: Selecione a ferramenta PONTO MEDIO OU CENTRO no menu principal.
Clique no segmento BC para encontrar o ponto médio D. Da mesma forma, clique nos
segmentos AC e AB para encontrar os pontos medios E e F, respectivamente. Em
seguida, ainda com a mesma ferramenta, clique no interior do poligono para encontrar o
ponto G, centro do triangulo.
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Figura 27: Criacéo dos pontos médios D, E e F e do centro G. Fonte: Autores.

Passo 5: Na caixa de entrada, crie a lista 11 com os pontos A, B e C conforme a imagem

O G = CentroDeGravidade(poll)

— (5, 2.89)

+ | 1n1={ABC :
{A.B,C} &

— {(0,0),(10,0),(5,8.66)}

&=
Figura 28: Criacdo da lista I1. Fonte: Autores.

Passo 6: Na caixa de entrada, utilizando o comando HOMOTETIA, crie a lista 12 com o
triangulo obtido aplicando o comando HOMOTETIA do poll no centro G com razéo -
1/2 digitando 12=Homotetia(pol1,-1/2,G) e, em seguida, pressionando ENTER no teclado

de seu computador/celular. Esta lista 12 aparecera automaticamente na janela de algebra
do GeoGebra:



. F = PontoMédio(f)

— (5,0)

® G = CentroDeGravidade(poll)

— (5.2:89)
e "~ {A,B,C}
— {(0, 0), (10, 0), (5. 8.66)}
12 = Homoretia  poll, — %c)
— 10.83 ;)
=]

Figura 29: Criacdo do triangulo I12. Fonte: Autores.

Passo 7: Ainda na caixa de entrada, utilizando o comando SEQUENCIA, crie uma lista
I3 com trés tridngulos obtidos aplicando o comando HOMOTETIA da lista 12 nos vértices
da lista 11 com razdo 1/2. Ou seja, na caixa de entrada, digite
I3=Sequéncia(Homotetia(l2,1/2,Elemento(11,i)),i,1,3) e pressione ENTER.

& G = CentroDeGravidade(poll)
@

— (5,2.89)

@ =89
— {(0, 0), (10, 0), (5. 8.66)}

12 = Homotetia (poll, - ; 5 G)

~ 1083
® 13 = Sequénm(Hommena(n. ;.Elemen(o(ﬂ.nj).i,lJ)
—~ {271,271, 2.71} &
@

Figura 30: Criacdo da lista I3. Fonte: Autores.

Passo 8: Novamente, na caixa de entrada, utilizando o comando SEQUENCIA, crie uma
lista 14 com nove novos triangulos obtidos aplicando o comando HOMOTETIA da lista
13 nos vértices da lista 11 com razéo 1/2 digitando
14=Sequéncia(Homotetia(l3,1/2,Elemento(11,1)),i,1,3) e, em seguida, pressionando
ENTER.

@ "'=8O
— {(0. 0), (10, 0), (5, 8.66)}

12 = Homolelia(poll, ;,G)

- 10.83

B= Sequénoa(Hommetia(lZ. %.EIemento(ll.u)).i.lJ)

- {2.71, 2.71, 2.71}

14 = Sequéncia(Homolelia (B: ,1’ , Elemento(I1, i)>,i. 1, 3) )
2 fm

— {{0.68, 0.68, 0.68), {0.68, 0.68, 0.68}, {0.68, 0.68, 0.68}}

Figura 31: Criacéo da lista 14. Fonte: Autores.



Dai em diante utilize a mesma ideia do passo anterior para produzir as listas seguintes.
Passo 9: 15=Sequéncia(Homotetia(l4,1/2,Elemento(l1,i)),i,1,3).
Passo 10: 16=Sequéncia(Homotetia(15,1/2,Elemento(l1,i)),i,1,3).
Passo 11: I7=Sequéncia(Homotetia(16,1/2,Elemento(l1,i)),i,1,3).

Veja as figuras abaixo.

Ad

BV

V. ,
AL HHLH L
Figura 32: Figuras dos Passos 9, 10 e 11, respectivamente. Fonte: Autores.

Aqui o fractal j& esta construido, porém s6 podemos observa-lo na iteracdo em que
paramos a construcao. E possivel visualizar a formagao desse fractal, etapa por etapa, de

modo dindmico. Para isso, utilizaremos a ferramenta chamada CONTROLE
DESLIZANTE. Siga 0s passos abaixo.

Passo 12: Selecione a ferramenta CONTROLE DESLIZANTE no menu principal.

I1 = {A,B,C}

@ 232 Controle Deslizante |
— {(0, 0), (10, 0), (5, 8.66)}

ABC Texto

= 12 = Homotetia (poll, - ‘G)
O 2 M Inserir Imagem

- 10.83 [ox] Botao

, Elemento(11 ® Caixa para Exibir / Esconder Objetos

N -

13 = Sequéncia ( Homotetia (I2.

— @71, 271, 271) a=1 Campo de Entrada

Figura 33: Localizando a ferramenta CONTROLE DESLIZANTE. Fonte: Autores.

Passo 13: Clique em qualquer lugar da tela. Dai aparecera a caixa de didlogo do
CONTROLE DESLIZANTE. Defina a=1, com formato de nimero e faca a variar no



Controle Deslizante

Nom
a=1

@® Numero Angulo Inteiro
Intervalo Controle Deslizante Animagao
min max Incremento

Figura 34: Criacdo do CONTROLE DESLIZANTE a. Fonte: Autores.
Passo 14: Na janela de algebra, selecione a lista 12 e clique nos trés pontos no canto

superior direito. Escolha a opcdo de CONFIGURACOES. Na caixa de dialogo, clique
em AVANCADO e digite em CONDICAO PARA EXIBIR OBJETO(S) 0 < a.

Duplicar entrada

11 = {A,B,C} : i ( i )
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— {(0, 0), (10, 0), (5, 8.66
(©.0), (10,0), (5. 8:66)) . -
C)’ fe= Homoretia (pOIL 2 ’G) - 13= Seqnéncia(Homotetia(lZ, %.EIemento(ll.i)),i.lﬁ)
— 10.83

= (271,291,290

. Q c— = —
) e TN q —
S — - —

Basico Cor Estilo X Basico Cor Estilo Avangado X
i X3
Programacao ° Programacao *
Condigao para Exibir Objeto(s) %=t Condigao para Exibir Objeto(s) ° 0
o o
0<al 1
Cores Dinamicas @ Cores Dindmicas é
Vermelho: Verde: Azul: Transpz N Vermelho: Verde: Azul: Transpz /\s/
RGB v REMOVER RGB v REMOVER

Figura 35: Inserindo a condicdo para a exibicdo de 12. Fonte: Autores.

Seguindo o mesmo procedimento, configure os objetos I3, 14, I5, 16 e |7 para serem
exibidos quando 1<a, 2<a, 3<a,4<aeb <a, nessa ordem.

Finalizado esse processo, ndo sO esse fractal vai estar construido como também sera
possivel ver cada passo de sua construcdo de forma dindmica através do controle
deslizante, pois a medida que “a” variar, veremos as iteracdes correspondentes da figura.
Abaixo, veja o registro de alguns passos da construcdo do triangulo de Sierpinski.
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Figura 36: Fractal quando a=1, a=3 e a=5. Fonte: Autores.

Uma construcdo, realizada pelos autores, do Triangulo de Sierpinski com controle
deslizante e informacdes sobre suas medidas de area e perimetro pode ser encontrada no
endereco eletronico:

https://www.geogebra.org/m/u63xdpf8

3 FRACTAIS: UMA FERRAMENTA PARA O ENSINO-APRENDIZADO DE
MATEMATICA

Na perspectiva da pratica como parte fundamental para a consolidagdo dos seus
conhecimentos e como pratica da teoria sociointeracionista entre professor e aluno assim
como defendido por Lourdes Onuchic no artigo [9], deixaremos algumas sugestdes de
atividades das quais necessitam de conhecimento sobre progressdes geométricas e
trigonometria.

Atividade 1. Sabemos que o Triangulo de Sierpinski € definido por uma construcéo
recorrente que nunca acaba, de modo que para observarmos algumas de suas propriedades,
precisamos analisar 0 que ocorre em cada etapa. A cada nova iteracdo, € possivel
identificar que a variacdo da medida da area esta relacionada com uma progressao
geométrica. Utilizando o GeoGebra para facilitar a visualizacdo desse fractal, identifique
a razdo desta progressdo geométrica e determine o valor da area do fractal.

Atividade 2. Algo semelhante ocorre com o perimetro do Triangulo de Sierpinski.
Novamente, constate que a medida do perimetro da figura varia em cada nova iteracdo
conforme uma progressao geométrica, identifique a razéo e determine o valor do perimetro
do fractal em questéo.

Atividade 3. Gere as Arvores Bifurcadas utilizando a construgdo proposta nesse trabalho
com 0 <r<1ler>1. Verifique a existéncia de uma possivel regido que limite a arvore
construida para o valor de r em cada uma das situacdes descritas. Vocé deve observar a
secdo 2.1.


https://www.geogebra.org/m/u63xdpf8

Atividade 4. Uma Arvore Pitagérica é um fractal do tipo arvore em que as ramificacoes
sdo construidas utilizando triangulos e quadrados nos lugares dos segmentos. Sua tarefa é
construir uma arvore seguindo 0s seguintes passos: construa um quadrado utilizando
qualquer ferramenta e sobre o lado superior construa uma circunferéncia cujo diametro
tem a mesma medida desse lado e tem seu centro no ponto médio desse lado.

Utilize a ferramenta “Angulo com Amplitude Fixa” e escolha uma angulagio de 1 até 90
graus que parte da extrema esquerda até o centro da circunferéncia, isso vai
automaticamente determinar o angulo, em seguida marque o ponto sob a circunferéncia
indicada pela angulagdo. Agora construa um tridngulo formado pelas extremidades do
segmento superior do quadrado e o ponto sobre a circunferéncia encontrado no passo
anterior. Sob os dois lados do tridangulo formado, construa quadrados. Por fim, repita o
mesmo procedimento em cada novo quadrado por mais duas vezes. Nessa construcéo, se
0 angulo o tomado € de 60° e a medida do lado do maior quadrado é |, qual a area total
(incluindo quadrados e triangulos) da figura na 3%teracéo?

4  OUTRAS CONSTRUCOES DE FRACTAIS COM O GEOGEBRA

O GeoGebra é um software de Matematica que reine Geometria, Algebra, Calculo,
Probabilidade e Estatistica. Além de ser livre, & multiplataforma, ou seja, funciona em
qualquer sistema operacional. Utilizamos a versdo Classic, obtida no endereco eletrénico
www.geogebra.org.com. Com o auxilio dele, é possivel investigar propriedades
geomeétricas e, consequentemente, aprender novos conceitos. A utilizacdo desse ambiente
gréfico permite a experimentacgéo, a simulagédo, o questionamento e a analise de situacdes
geométricas contribuindo para o ensino-aprendizado de Matematica e aplicacdes em areas
afins. A medida que avancamos em nosso estudo de Geometria Fractal, percebemos a
importancia de sistemas dindmicos de representacdo grafica através da tecnologia digital.
Em particular, o GeoGebra nos proporcionou a construcdo de varios objetos fractais
associados a construcdes geomeétricas, assim como validar algumas propriedades com
prontiddo razoavel. Dessa forma, além da construcdo da Arvore Bifurcada e do Triangulo
de Sierpinski apresentadas nesse trabalho, disponibilizamos uma lista de outros fractais,
dentre os quais destacamos: Circulo de Sierpinski, Tapete de Sierpinski, Piramide de
Sierpinski, Esponja de Menger, Floco de neve de Koch, Curva de Koch e a Curva de
Hilbert. Deixaremos para o leitor o desafio da descoberta sobre a semente, a transformacao
ou o processo gerador e de onde € aplicado o processo gerador para a construcdo desses
fractais. Como sugestdo de solucdo, aconselhamos que o leitor tente reproduzir as
construcdes desses fractais no GeoGebra. Para visualiza-los, basta acessar o seguinte
endereco eletronico:

https://www.geogebra.org/m/fnxpfrs2

5 CONSIDERACOES FINAIS

Destacamos que 0 GeoGebra é uma plataforma que nos garante a visualizacdo dos objetos
produzidos em tempo real, dessa maneira ele é autossuficiente no sentido de ndo haver
necessidade de ter que fazer a construgdo de um programa em uma determinada linguagem


https://www.geogebra.org/m/fnxpfrs2

de programagio para obter esse mesmo efeito. E importante reforcar que o nivel de
construcdo das figuras pode variar de acordo com as configuracbes do computador
utilizado e, se estiver trabalhando nas versdes online, do navegador. Quando estavamos
desenvolvendo o estudo das construcdes com o GeoGebra, em alguns momentos a
plataforma aberta no Google Chrome ndo reconhecia os comandos e estes ndo eram
executados, enquanto o Microsoft Edge processou todos os comandos sem problemas.
Também vale observar que para os fractais aqui construidos o(a) leitor(a) pode ir além dos
passos descritos, basta repetir o algoritmo usado para construir cada iteragdo, modificando
0 que for necessario e, se for o caso, adaptar o controle deslizante. A abordagem da
Geometria Fractal numa plataforma como o GeoGebra se faz bastante Gtil se aplicada em
sala de aula, uma vez que essa geometria chama a atengdo por possuir caracteristicas nao
intuitivas, além de o uso do GeoGebra oferecer uma visualizacdo dinamica de como um
fractal é criado e permite uma maior dindmica nas explicagdes sobre suas medidas de area
e perimetro, despertando o interesse dos alunos pelos assuntos envolvidos e melhorando
0s aspectos da aprendizagem. As ferramentas aqui trabalhadas podem ainda possibilitar
aos usuérios de GeoGebra um refinamento de suas habilidades. Gostariamos de salientar
que estamos a disposi¢do para retirada de davidas sobre o assunto, troca de informacoes,
propostas de estudo, entre outros. Basta entrar em contato conosco atraves dos e-mails
informados no inicio do artigo.
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