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INTRODUCAO

O conjunto dos numeros racionais, no ensino fundamental e médio, ¢ inicialmente
apresentado como sendo o conjunto de todas as fragdes. Em geral, somente depois de
aprender a transformar fragdes em numerais decimais, é que os alunos enfrentam o
desafio de localizar nimeros racionais na reta numérica. Por exemplo, a fragdo 3/4 é
associado o decimal 0,75, e como 0 < 0,75 < 1, essa fragdo é apresentada de uma forma

aproximada como um ponto entre os pontos da reta que representam os nimeros 0 e 1.

E possivel que os alunos aprendam a localizar fragdes na reta de uma forma mais
precisa, usando o denominador para dividir os intervalos unitarios, e o numerador para
contar as divisdes, mas esse método é algo enfadonho. E o caso de perguntar, portanto,

se existem outros métodos para localizar geometricamente os nimeros racionais na reta.

Para responder a esse questionamento, mostraremos uma construgao geométrica
dos numeros racionais sobre a reta numeérica que utiliza fragdes em vez de decimais.
Para isso, apresentaremos sequéncias de fragdes proprias (isto é, de valores entre 0 e 1),

chamadas sequéncias de Farey, criadas pelo gedlogo inglés John Farey.



SEQUENCIAS DE FAREY

A sequéncia de Farey de ordem n ¢ obtida de
forma recursiva, trabalhando-se apenas com fragdes
proprias, na qual cada linha i ¢é representada por
F.,para 1<i<n.A construcdo das linhas ¢ fei-
ta da seguinte maneira: na primeira linha, ou seja i
= 1, escrevemos as fra¢des 0/1 e 1/1. Para i =2, 3,
..., usamos a seguinte regra: para a i-ésima linha da
tabela, escrevemos a (i — 1)-ésima linha, mas inse-
rindo as fracdes medianas (a + ¢)/(b + d) entre as
fragoes a/b e c/d, sempre que b+ d <i. Na figura
abaixo, mostraremos a sequéncia de Farey de ordem
7, obtida a partir das sequéncias F,, 1<i<7.
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4 1432341
F 01112132341
5 15435253451
F 0111121323451
6 16543525345¢61
p 0111121231432534561
7 1765473572753 745¢671

Essas sequéncias possuem algumas propriedades
interessantes, listadas nos resultados que apresenta-
remos abaixo.

Teorema 1. Se a/b, c/d sido fragdes consecutivas de
Fn ,entdo bc-ad=1

Demonstragdo. Paran =1,temos 1 x 1 -0x 1=0.
Vamos supor que a afirmagdo seja verdadeira para
a (n - 1)-ésima linha. Qualquer par de fragdes con-
secutivas da n-ésima linha é uma das opg¢des a/b,
c/d ou al/b, (a + c)/(b+d) ou (a+ )b+ d),
c/d, em que a/be c/d sdo fragoes consecutivas da
(n — 1)-ésima linha.

Como bc -ad =1, temos b(a +¢) —a(b+d) =
bc - ad = 1, assim como

c(b+d)-d(a+c)=bc-ad=1.0 que concretiza a
prova por indugao.

Coroldrio 1. Cada a/b€F, ¢ uma fragdo irreduti-
vel, ou seja, mdc(a, b) = 1.

Coroldrio 2. As fragdes de cada linha F estdo dis-
postas em ordem de valor crescente.

CIRCULOS DE FORD

Os circulos de Ford sao criados a partir da esco-
lha de dois inteiros p, g primos entre si, de modo
que cada circulo, que denotaremos por C(p, g), as-
sociado a esses dois inteiros, tem raio igual a 1/2¢*
e centro no ponto (p/q, 1/2¢°).

Os circulos assim definidos sdao tangentes ao
eixo das abcissas, e a figura abaixo apresenta uma
sequéncia de circulos de Ford, na qual os circulos
sao tangentes entre si. Podemos observar na ima-
gem que também ha circulos que ndo se tangen-
ciam, portanto, necessitamos de um critério que nos
permita distinguir quais circulos dizem respeito a
fragdes consecutivas de uma F .

Teorema 2. Sejam C(p, q) e C(p), q') dois circu-
los de Ford. Se p/q, p'/q’, sdo termos consecuti-
vos da sequéncia de Farey, entao C(p, q) e C(p’, q)
sao tangentes.

Demonstragéo. De fato, comecaremos calculando a
distancia entre os centros de C(p, q) e C(p’, q):
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O uso dos circulos de Ford...




