6° ENCONTRO DA RPM
Caracterizagdes das conicas

Caracterizagoes das conicas

Profa. Elvia Mureb Sallum IME-USP

Neste texto serdo apresentadas varias caracterizagbes das coOnicas.

Algumas delas permitirdo justificar o funcionamento de diferentes

aparatos que as desenham.

Parabola Dados uma reta d e um ponto F & d, a
parabola de foco F e diretriz d é o L.G. dos pontos
P tais que d(P,F) = d(P,d) ou, equivalentemente,
dos centros P das circunferéncias que passam

por F e sdo tangentesad .

Construcao de parabola, ponto a ponto, com régua e compasso.

Por um ponto X & d, trace a
perpendicular s a reta d e a mediatrizr
do segmento XF. O ponto P da

interseccdo de r e s descreve a 0’
parabola quando X percorre d.

Explique.
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Exercicio 1 Na figura abaixo vemos a variacao da parabola quando F se

aproxima ou se afasta da diretriz d. Para onde tendem as parabolas

quando F se aproxima da diretriz? E como variam quando F se afasta?

Quem seria a curva caso F € d?
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Mecanismo de fio esticado para tragar parabolas

Para o tracado continuo de uma parabola, usa-se um fio e uma régua em
T com uma abertura longitudinal AB. Amarre um barbante, de

comprimento AB com uma das pontas presa em B e a outra fixada no

ponto F da mesa, F &€ d. Um lapis

mantendo o barbante esticado enquanto o

T escorrega pela reta d, desenha uma
parabola de diretriz d e foco F. Justifique.
.

AB=FP+PB
E se o comprimento do barbante for

diferente de AB?

Exercicio 2 Na figura temos uma reta s e

uma circunferéncia y de centro O e raio r.

-

Mostre que o L.G. dos pontos equidistantes

de s e de y € uma parabola.

o
— e e e e e e e — — — —
/

»

Parabolégrafo Na figura abaixo, ABCD € um losango articulado nos
vértices, com D fixado numa placa e B correndo numa canaleta d. Uma

régua de comprimento suficientemente grande, suporte da diagonal AC
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do losango, e outra, fixada em B e
mantida perpendicular a d, encontram-
se num ponto P. Como AC ¢é a
mediatriz de BD e P € AC tem-se PB =

PD. Assim, ao movimentar o aparato

com B percorrendo a canaleta d, um dediretriz

B=guia

lapis no ponto P desenha uma N

parabola de diretriz d e foco D.

Equacao reduzida da parabola de foco F e diretriz d Dada uma para-

-bola de foco F e diretriz d, seja p = d(F,d) > 0.

X

Considere um sistema de coordenadas em que F

= (p/2,0) e d é a reta x = - p/2. Uma terceira

caracterizagcdo da parabola pode ser dada pela (p/20)1 0

sua equacgdo reduzida. Assim, P = (x,y) €

|
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parabola <

14 2N 2 2N J2N) 2 2
[x+=I=,/(x—=2)" + S+ ) =(x-D)'+y =y =2px
5 w/( 2) y ( 2) ( 2) y ey =2p

Exercicio 3 Determine

a) o foco, a diretriz e 0 esbogo das parabolasy =2x° ey + 2 = 2(x - 1)?

b) o esbocgo e a equacao da parabola de foco (1,2) e diretrizy = x ;

Reta tangente a parabola Considere uma parabola em que a d(F,d) =
2c¢ > 0. Considerando um sistema de coordenadas conveniente podemos
mostrar que para cada X € d a mediatriz de XF € a reta tangente a curva
no ponto correspondente P, que essa tangente deixa o resto da curva de

um unico lado e que ela é a unica reta que passa por P com essa

propriedade.
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Refletor parabdlico Os raios de luz de uma
lampada no foco F de um espelho parabdlico
refletem paralelamente ao eixo da curva.
Justifique levando em conta que o angulo
entre o raio incidente e a reta tangente € igual

ao angulo entre essa reta e o raio refletido.

Parabola com dobradura Numa folha
transparente desenhe uma reta d e um ponto
F & d. Dobre a folha de modo que F fique
sobre d. Faga isso de muitas maneiras e veja

aparecer uma parabola. Explique

Elipse Dados uma circunferéncia y = C(F,2a)
e um ponto F', 0 < FF'=2c < 2a, a elipse de
focos F e F'e excentricidade e =cla<1éo
L.G. dos pontos P tais que PF + PF' = 2a, ou
seja, dos centros P das circunferéncias

tangentes a y que passam por F'.
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Construgao da elipse, ponto a ponto, com X

régua e compasso Nas notagdes acima, para

cada X € y trace a interse¢cdo P da mediatriz

de XF’ com o raio XF de y. Quando X percorre @
v 0 ponto P descreve a elipse. Justifique.

Exercicio 4 Abaixo vemos elipses quando o foco F’ se aproxima de F ou
da circunferéncia y. Para onde tende a elipse quando F'— F? E sua

excentricidade? E se F' tender a y? Quem seria a curva, se ¢ = a?

O (o=

Mecanismo de fio esticado para tracar elipses O seguinte aparato
permite o tragcado continuo da elipse dados os focos F e F° com FF'= 2¢
e a excentricidade e < 1. Seja uma placa, com dois pinos F e F’ fixados

tais que FF’' = 2¢, e um fio flexivel de comprimento 2a com a = c/e.

Fixe as extremidades do fioem F e F' e

movimente um lapis mantendo o fio

P=lapis esticado. Ele desenhara os pontos P da

elipse de focos F e F' e excentricidade e.

Justifique.

PF+PF'=2a

Equacao reduzida da elipse Considere uma elipse de focos F e F’ com

FF’ = 2c e excentricidade e = c/a < 1. Colocando um sistema de

Profa. Elvia Mureb Sallum Campo Grande 29-30 novembro 2013 5



6° ENCONTRO DA RPM
Caracterizagdes das conicas

coordenadas em que F = (- ¢,0) e F' = (¢,0), um ponto P = (x,y) pertence

a elipse se e s6 se

P=(xy)

a
b
(-a,0) 0 (a,0)

F=(-c,0) F'=(c,0) -a -c c a

b = /a2-c?

(0) PF+PF'=2a <
M) Jx-c)+y +qx+e) +y’ =20 <

Q) Jx+e)+y=2a-+/(x-c)’+y’ =
B) (x+c)+y’ =d4a’—4a(x-c)+y +(x-c) ' +y’ <=

4) a’-cx=a+(x-¢)’+y’ =

(5) a'-2d°cx+c’x*=a’(x+c)+y’) <

6) (@*-cHx*+a’y’=a*-da’c> =
2 2

X y
T —+ =] <
) a’ a*-c?

2
=1 com b=+d*-c?

|'\<

2
X

8 —+
a

S
S}

Para ver que vale a reciproca, isto €, que se P = (x,y) obedece (8),
entdo, PF + PF’ = 2a, s6 falta mostrar que (5) = (4) e (3) = (2).

Supondo que vale (5) (logo vale (8)), como 0 < c < a, temos

—as<x<a < -acs<cx<ac < 2a’>a(@a+c)za’-cxza’-ac>0.

Assim, como a®—cx > 0 segue (5) = (4).

Clz—cx
De (4) e 2a®’>a’—cx >0, segue 0< - =y(x-c)+y’> =2a.
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Portanto (3) = (2).
Assim, temos outra caracterizagdo da elipse:

A elipse de focos F = (-¢c,0) e F' = (c,0) e excentricidade 0 <e <1éo0
conjunto dos pontos (x,y) do plano cartesiano tais que

xz y2

—2+?=1, com a=cle ,b=aVl-e".

a

Observando que ¢ + b? = a%? + a® — a’e? = a’ podemos facilmente
localizar os focos de uma elipse no seu eixo maior conhecendo sua

equacao reduzida.

X
Exercicio 5 Supondo 0 < a < b esbocar a elipse a—2 + Z—2 =1 e localizar

seus focos.

Exercicio 6 Determinar

a) Os esbogos e os focos das elipses 3x* + 4y*=9, 9x*+y*=1 e x*+
2x + 3y*=10.

b) A equacdo da elipse de focos (1,0) e (0,1) e excentricidade e = V2/2.
Exercicio 7 Se F = (-1,0) e F’ = (1,0) achar o conjunto dos P = (x,y) tais que

a) d((F,P)+d((F,P)=2; b) d((F,P) + d((F',P)=1

Reta tangente a elipse Como no caso da parabola, usando um sistema
de coordenadas conveniente, podemos mostrar que, para cada ponto X
€ v, a mediatriz de XF’ & a reta tangente a elipse no ponto
correspondente P, que ela corta a curva somente em P e deixa o resto

da elipse num mesmo semiplano. Além disso, todo raio saindo de um

foco da elipse e incidindo na mesma reflete atingindo o outro foco.
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Elipse com dobradura Numa folha transparente desenhe uma
circunferéncia de centro F e um outro ponto F’ no seu interior. Dobre a
folha de modo que F’ coincida com algum ponto da circunferéncia para

muitos pontos da circunferéncia. Veja aparecer uma elipse. Explique.

Elipse obtida de uma circunferéncia por uma compressao Uma
compressao (ou dilatagcdo) paralela a uma reta t transforma uma
circunferéncia y em uma elipse. Assim, considere um sistema de
coordenadas no qual a circunferéncia y: (x — xo)* + (y — yo)> = r* e t// eixo

oy. Se k € uma constante tal que 0 # k # 1 mostre que (x,y) € y se e sO

se (X,Y) = (x, ky) pertence a elipse de -equacgao
(X-x,)" Y-ky,)’
+ =1]. i
2 (kr) Localize seus focos.

X,Y)

k>1 0<k<1
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Exercicio 8 Nas notagdes anteriores, mostre também que (x,y) Eyse e
sé se (X,Y) = (x,yo + k(y — yo)) pertence a elipse de equacio

(X-x)" Y=y _, |
2 ( k.r)2 - Interprete. Localize os focos.

Mecanismo articulado de 5 varetas para tracgar elipses Na figura,
vemos um aparato com 5 varetas articuladas, em que BEPF & um
losango de lado d, a extremidade A da vareta AB esta fixada (mas
pivota) numa placa, e C, D movimentam-se numa canaleta quando B

percorre a circunferéncia C(A, a) de centro A e raio AB = a.

No sistema de coordenadas da figura, quando B = (x,y) varia na

circunferéncia de centro A e raio a, o ponto P = (X,Y) muda obedecendo
X=x

Y=y—BP=y—2dsena=y(l—%)
c

ou seja, P é obtido de B = (x,y) por uma compressao na vertical e,
portanto, descreve uma elipse. Justifique as afirmacdes e localize seu
centro e focos. Observar a variacdo das curvas descritas por P com o

lado d do losango.
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Elipse determinada por 2 circunferéncias concéntricas

Considere um sistema de coordenadas e as circunferéncias y = C(O,a) e
v = C(O,b) como na figura abaixo com a > b. Para cada (x,y’) € C(O,a)
seja (x',y) o ponto de intersecdo do segmento de extremidades O e (x,y’)
com a circunferéncia C(O,b). O ponto P = (x,y) € obtido de (x,y’) por uma

compressao paralela ao eixo oy ja que

y _a

y = b logo pertence a elipse dada por
x* 0y | .

?+ E =1, Reciprocamente, todo ponto

dessa elipse € obtido, como acima, de

algum ponto (x,y') Ey .

Exercicio 9 Determine a equacao, os focos e o esbogo da elipse obtida

a partir das circunferéncias

a)x’+y’=4 e x*+y*=3; b)x*+y*-2y=0 e x*+y*-2y=1.
Mecanismo de 1 vareta para tracar elipses

O mecanismo tem duas canaletas perpendiculares que, na figura,
correspondem aos €ixos ox e oy, e uma vareta com pinos em A e em B
de modo que o pino B desliza numa canaleta e A desliza na outra. Se P

€ um ponto dessa vareta tal que P — A - B com PA =Db, PB = a, ao

movimentar o mecanismo, um lapis em P desenha uma elipse de

2 2
equacao ?+%=1. Justifique. Observar que o lapis entre A e B

também desenha uma elipse.
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Exercicio 10 Os planos « e ' cortam-se numa reta t determinando um
angulo diedral de medida o, 0 < o < 90°. Mostre que a projecéao
(ortogonal) de uma circunferéncia de um plano no outro € uma elipse,

localizando seus focos e sua excentricidade. Sugestao: Na figura o ponto
O = (Xo,Yo) € 0 ponto (X,Y) obedece
(X - X + (Y = Yo) 2 = R% Sua

projecao ortogonal (x,y) € dada por

x=X
y=Ycosa -

Sec¢oes planas de cilindro circular reto. A se¢cao de um cilindro circular
reto por um plano fazendo um angulo o, 0 < a < 90° com o plano da

base € uma elipse. Justifique. E se a = 0° ou 90°7?

Exercicio 11 A secdo de uma esfera por um plano passando pelo seu
centro € uma circunferéncia de raio maximo e sua projecdo sobre um
plano é uma elipse, uma circunferéncia ou um segmento. Justifique.

Hipérbole Dados uma circunferéncia y = C(F,2a) e um ponto F' com
FF' = 2c > 2a, a hipérbole de focos F e F' e excentricidade e = c/a >

1 € o L.G. dos pontos P tais que | PF - PF' | = 2a ou,

Profa. Elvia Mureb Sallum Campo Grande 29-30 novembro 2013 11
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equivalentemente, dos centros P das circunferéncias tangentes a v,

que passam por F’.

Construcao de hipérbole, ponto a ponto, com régua e compasso

Dados uma circunferéncia y = C(F,2a) de centro F e raio 2a e um ponto
F' com FF' = 2¢c > 2a, mostre que a hipérbole de focos F e F' e
excentricidade e = c/a> 1 é o L.G. dos pontos P que séo interse¢des das
mediatrizes de XF’ com com as retas FX para todos os possiveis pontos
X de y. Use isso para construir varios pontos da curva. Identifique os 2
pontos em que essa construgdo nao € possivel: para eles a mediatriz de

XF’ é paralela a XF. Essas 2 mediatrizes s&o as assintotas da hipérbole.
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Observar a variagdo das hipérboles quando F e y estdo fixados e F’

afasta-se ou aproxima-se de y e a distancia entre os vértices.

Mecanismo de fio esticado para tragar hipérbole

Os pinos F e F’ estdo fixados numa placa. Uma régua com abertura AB

tem a extremidade A fixada, mas pivota, em F. Um fio flexivel de

comprimento ¢, 0 < AB - FF’ < ¢ < AB, tem as extremidades presas em B
e em F’. Mostre que, um lapis mantendo o fio esticado desenha um

B ramo da hipérbole de equacéo | PF - PF' | =

AB - ¢ = 2a < FF’ = 2c. Observe, na figura,
que AB -¢=PF - PF’. Mude o comprimento

¢ do fio e observe como mudam as

F= hipérboles!

Equacao reduzida da hipérbole Seja um sistema cartesiano em que os
focos séo F = (-¢,0), F'=(c,0) e y=C(F,2a)com0O<a<c.
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P=(xy)
X /
_ _ -~ ~ \/
2a - /D X

F=(-c,0) O //’ F'=(c,0)
i/
f \

/
/ \

/
/ \

(0) P=(x,y) pertence a hipérbole <

1) IJx+c)+y> —y/(x—c)’+y* 1=2a <

@) (x+e)+y —J(x-c) +y?) =4d® <

(3) X+y 40t -2d =q/(x+c)’ +y*(x-c) +y =

@) (P +y) +(c7=2a")" +2(x" +y7)(c* =2a") = ((x+ ) + Y )(x =) +)") =

) e A—

Para ver que se P = (x,y) obedece (5), com ¢ > a, entao, ele pertence a
hipérbole basta observar que

2

Yy

2 2
c

¥ +y=a’(+ Y+y'za’>ad’-(c’-a’)=2d"-c* =
X’ +y +c’-2a>=0
Observagao Na hipérbole acima os pontos (a,0) e (- a,0) séo seus

vértices e 0s eixos coordenados sao seus eixos. Localiza-se os focos (-

2 2

& * Y _ 2_ 2., 42
c,0) e (c,0) de uma hipérbole P 1, observando que ¢“ = a“ + b“.

Exercicio 12 Esbogar a hipérbole e localizar seus focos
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a)x*—y*=1;

b) 4x?—2y*=8; Y/
b “\

c) Vy-2x*=2 N

Exercicio 13 Dar o esboc¢o e a equacgao da hipérbole com excentricidade
e =2 e focos (2, V2), (- V2, - V2)

Exercicio 14 Dados F = (-1,0) e F° = (1,0) determine o conjunto dos

pontos P = (x,y) tais que:

a) | d(F,P)-d(F’,P)|=2;

b) | d(F,P) - d(F’,P) = 1.

Equagoes das assintotas Vejamos como sdo as assintotas da

hipérbole de focos F = (-¢c,0) e F’ = (c,0) cuja distédncia entre seus

vertices é 2a.
Sejam X, X’ € y tais que XF’ e X'F’ s&o tangentes a y. Eles sao obtidos
pela interse¢do das circunferéncias (x + ¢)’ + y* = 4a°> e x +y’ =c?,

2
2a° -¢

C

, 2a
logo X, X =( ,i?\lcz —a*). Os pontos médios de XF e XF’ sdo

2
a a
dados por M = (—,x—c*-a’). Assim, as assintotas sdo as retas
C C
Quando a = b a hipérbole € chamada equilatera.
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Exercicio 15 Verifique se as hipérboles x> — y¥* = 1 e xy = 1 sdo
equilateras e determine as assintotas, os focos, a excentricidade e os

esbocos.

Reta tangente a hipérbole Nas notagbdes da
construcdo da hipérbole, ponto a ponto,
podemos mostrar que, para todo ponto X de vy
(exceto 2 deles), a mediatriz de XF’ é a reta
tangente a hipérbole no ponto P e deixa os 2

ramos da curva em semiplanos distintos.

Refletor hipérbdlico Todo raio saindo de um foco da hipérbole e
incidindo no ramo oposto reflete numa dire¢cdo que passa pelo outro

foco. Justifique.
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Hipérbole com dobradura Numa folha de papel transparente trace

uma circunferéncia de centro F e um

ponto F’ no seu exterior.

Dobre a folha de modo que F’ fique
sobre um ponto X da circunferéncia.
Faca isso para muitos pontos X da
circunferéncia e veja aparecer uma

hipérbole. Explique.

Telescépios refletores Como vimos antes os raios vindos de um corpo
celeste (praticamente paralelos) refletem em um espelho parabdlico no

fundo de um tubo formando a imagem do corpo no foco F da parabola.

Como o olho do observador deveria estar em F para visualizar a
imagem, coloca-se um espelho hiperbdlico como na figura abaixo de
modo que um dos focos da hipérbole coincida com o foco F da parabola.
Assim, raios incidem na parabola e depois na hipérbole fazendo a
imagem do corpo no outro foco F’ da hipérbole, que € escolhido fora do

tubo, onde deve se posicionar o olho do observador.

Parébola/r

Hipérbole

Caracterizagao de uma elipse por uma diretriz e um foco Dados uma
reta r, um ponto F & r e um numero e tal que 0 < e < 1, o conjunto dos

pontos P (do plano determinado por F e r), tais que e.d(P, r) = d(P,F) é

Profa. Elvia Mureb Sallum Campo Grande 29-30 novembro 2013 17
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uma elipse com excentricidade e, cujo eixo maior é perpendicular ar e

que tem F como um dos focos. Nesse caso a reta r € uma diretriz da
elipse.

Prova Seja um sistema de coordenadas tal que F = (c,0) e areta r tem
como equacgao x = d. Tem-se

P =(x,y) obedece ed(P,r)= d(P,F) =

elx—d|=\/(x—c)2+y2 =

(1-e)x*+y* +2x(de’ -c)+c*-e’d’ =0 <=

2, (d€2 —C)z

2
(1-e”)(x + dle ey =eld -

-e 1-¢?
de*—c, y° _ez(d—c)2
) T (1-¢%)?
2 2 2
(x ;Co) +y_2=1, com xO=c dc; ’ a=e|d ch . bzeld-cl
a b l-e l-e 1=¢?

que é a equagao de uma elipse de centro (xo,0) cujo eixo maior é

c+e*(c-2d)

1-¢e*

perpendicular a reta r, com focos F =(c,0) e F = ( 0) e
excentricidade e. De fato:

Como

a excentricidade da elipse € dada por

2 2
¢, eld-cl 1-e

a 1-¢° 'eld—c|=

Quando d > ¢, os focos sao
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(x,+¢,0)=(c0)=F e (x,-¢,,0) = (= ezfc ;2‘{) 0).
Nesse caso,
2Xg—d <Xp-a <Xp-Ci <Xy € Xgt+Ci<Xgt+ta<d.
r r r r
d af ¢ ¢ \a d d|  -af ¢ . < \a d
x0=0 w
d>c d<c

Quando d < ¢, os focos sao

c+e’(c-2d)

2 9

(xy+¢,,0)=(

0) e (x,-¢,,0)=(c,0)=F

etemos d < Xp—a< Xg-C1 € Xg+Ci<Xgt+ta<2xg—d.

Deixamos ao leitor mostrar que se r’ € a reta simétrica de r com relagao a

reta x = xq entado, e.d(P,r’) = d(P,F’) para todo ponto P da elipse.
Essas retas r e r’ sdo as diretrizes da elipse.

Para completar a caracterizacdo de uma elipse por uma diretriz € um

foco ainda precisamos da seguinte

Proposi¢cao Dada uma elipse de focos F e F° com FF' = 2c e
excentricidade e, 0 < e < 1, existem duas retas r e r’, perpendiculares ao
eixo maior, tais que e.d(P,r) = d(P,F), e.d(P,r') = d(P,F) para todo ponto
P da elipse.

Prova Num sistema de coordenadas em que F = (c,0) e F’ = (-¢,0), todo

ponto P = (x,y) da elipse obedece a equacao
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2 2 2
x? y 2 C 2 1-e
—+-5=1 com a=— e b =c —;
a b e e

Da demonstracéo da proposicao e do exercicio anteriores, como X = 0,

existem as retas rer sendo

Observar que, nesse caso, d > a.

Observacgao As 2 proposi¢cdes anteriores garantem que, dados uma reta

r, um ponto F & r e um nimero 0 < e < 1, podemos definir uma elipse

d(x).F) _,
d((x.y).)

Nesse caso a reta r € uma das 2 diretrizes da elipse.

como o conjunto dos pontos (x,y) tais que

Caracterizacao de uma hipérbole por uma diretriz e um foco. Dados
uma reta r, um ponto F & r e um nimero e > 1, o conjunto dos pontos P
do plano (determinado por F e r) tais que e.d(P,r) = d(P,F) é uma
hipérbole de excentricidade e, cujos vértices estdo numa perpendicular a
reta r e que tem F como um dos focos. Nesse caso a reta r € uma diretriz

dessa hipérbole.

Prova Considere um sistema de coordenadas no qual F = (c,0) e a reta

r:x= d. Tem-se:

P =(x,y) obedece ed(P,r) = d(P,F) =

elx-dl=q/(x-¢c)+y’ =

(e -1Dx* -y’ -2x(de’ -¢c)-c*+e’d* =0 =

de’ - ¢ e*(d* +c? =2dc
5 )2_y2= ( )<:>

(" =Dx~ e — e’ -1
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6° ENCONTRO DA RPM
Caracterizagdes das conicas

2 2 2
(x 260) _y_2=1’ com x0=dez c’ a=e|c21 cl bzeld—cl
a b e -1 e -1 e’ =1
que € a equacao de uma hipérbole com excentricidade e, centro (xo,0),

eixo perpendicular ar e que tem como focos

—c(1+¢e) + 2de”

F=(0) e ( h
—-e

0) .

de2

c=de2 xq=0

- |
xd=0 \a=de

1
—
",
.
e a
-"-'-—_,2.__—"/
o
o
-
—— -{u%—-._.__- ‘_\
—,
-3
)
N

c>d c<d
Reciprocamente temos a

Proposicao Dada uma hipérbole de focos F, F° com FF' = 2c e
excentricidade e > 1, existem exatamente 2 retas r e r tais que e.d(P,r) =
d(P,F) e e.d(P,r’) = d(P,F’) para todo ponto P da hipérbole. Nesse caso, r

e r' sdo perpendiculares a reta FF’ e s&o as diretrizes da hipérbole.
Prova Deixada ao leitor.

Observagao Do que vimos acima, dados uma retar e um ponto F & r
podemos definir hipérbole como o conjunto dos pontos P do plano tais

d((x,y),F)
d((x,y).r)

Nesse caso a reta r € uma das 2 diretrizes da hipérbole.

que =e , e constante >1
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Observacgao As figuras foram elaboradas no Sketchpad.
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