POLIEDROS REGULARES:
DUAS FORMULAS E UM BONUS

Por limitagSes de espago, trazemos aqui apenas a introdugao deste excelente artigo
e o trabalho completo pode ser encontrado no site da RPM (http://rpm.org.br/).

|. INTRODUGAO

Em Matemitica, é frequente a busca por formulas e demonstragdes simples que pos-
sam, de algum modo, facilitar o trabalho daqueles que as utilizam em projetos maiores,
nos quais tais formulas sdo apenas ferramentas que devem ser préticas e eficientes. Em
particular, professores que gostam de ensinar Geometria Espacial, construindo e utilizando
recursos dindmicos do ambiente 3D do software GeoGebra, frequentemente encontram
dificuldades, quando precisam construir os cinco poliedros regulares convexos, ou os treze
poliedros semirregulares convexos (também conhecidos como Poliedros de Arquimedes)
e seus duais (chamados de Poliedros de Catalan). Nesse tipo de tarefa, sdo sempre muito
bem-vindas férmulas simples que relacionam as medidas dos diversos dngulos presentes
em um poliedro regular convexo com o seu “género’, que, conforme veremos mais abaixo,
¢ caracterizado por apenas dois valores bem simples: 0 nimero de lados de cada face e o

numero de arestas que incidem em cada vértice.
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Poliedros regulares: duas férmulas e um bdénus

Platdo, Euclides, Kepler (e seu modelo) e Euler

Tendo em mente a dificuldade acima descrita,
pesquisando em algumas referéncias mais avanca-
das, e mais antigas, encontramos em dois livros de
Coxeter ([1] e [2]) duas formulas que relacionam
angulos e géneros em poliedros regulares convexos.
A primeira férmula relaciona a medida de um an-
gulo central (vértice no centro do poliedro), deter-
minado por dois vértices consecutivos do poliedro,
com seu género. A segunda formula relaciona a me-
dida de um angulo diedral (entre duas faces adja-
centes do poliedro) com seu género. O que chama a
atencdo nessas duas formulas, que apresentaremos
e demonstraremos na Sec¢io 2, é que elas sdo real-
mente “intrigantes”, devido a sua simplicidade, tanto
de enunciados, quanto de demonstragoes que, alias,
procuramos reescrever de modo a tornd-las mais
simples e acessiveis ao entendimento de qualquer

bom estudante de Ensino Médio.

Como uma feliz consequéncia das duas formulas
apresentadas na Se¢ao 2, temos um bonus: podemos
deduzir de modo bastante simples varias outras for-
mulas da geometria métrica dos poliedros regulares
convexos. Esse ponto também ¢ importante pois,
tradicionalmente, algumas dessas dedug¢oes de for-
mulas sdo bastante longas e trabalhosas de serem
feitas. Neste texto, abordaremos na Sec¢do 3 as for-
mulas métricas do raio da esfera circunscrita (cir-
cunsfera), raio do circulo circunscrito a face, raio
da esfera inscrita (insfera), apotema de face, drea e

volume dos poliedros regulares.

Antes de comegarmos, é sempre bom comentar
alguns aspectos histéricos dos poliedros regulares
convexos. Possivelmente, a grande quantidade de
simetrias que tais poliedros possuem despertou o
interesse para seu estudo bem cedo na histdria do
desenvolvimento da Matemdtica. Temos no Livro
XIII de Os Elementos, de Euclides (325 a 265 a.C.),
Proposigdes 13 a 17, a descri¢io dos cinco poliedros
regulares convexos. Sim, todos eles ja eram conheci-

dos desde a época dos gregos antigos.

Antes mesmo de Euclides, Platio (427 a 347
a.C.), no didlogo Timaeus, associou quatro dos cin-
co poliedros regulares conhecidos aos quatro ele-
mentos, segundo os quais, para os gregos antigos, a
natureza era constituida: terra (cubo), ar (octaedro),
agua (icosaedro) e fogo (tetraedro). Curiosamente, o
dodecaedro ficou fora, embora mais tarde tenha-se
tentado atribui-lo ao universo... Possivelmente, por
conta dessa associacgdo, as vezes, os poliedros regu-

lares convexos sao chamados de Poliedros de Platdo.

Mais tarde, ja no século XVI, Kepler (1571 a
1630) associou os poliedros regulares convexos aos
seis planetas do sistema solar conhecidos a sua épo-
ca (Mercurio, Vénus, Terra, Marte, Japiter e Satur-
no). O que Kepler fez foi trabalhar com um sistema
de esferas inscritas e circunscritas concéntricas aos
cinco poliedros. Considerando que uma mesma es-
fera pode ser inscrita a um poliedro e circunscrita a
outro, ele tomou uma sequéncia com onze sélidos:
esfera - octaedro - esfera - icosaedro - esfera - dode-

caedro - esfera - tetraedro - esfera - cubo - esfera.



