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Isto é um Absurdo!

1.1 Introducao

Quem nunca brincou de quebra-cabeca? Temos varias “pecinhas” e temos que encontrar uma maneira de
unir todas elas para formar uma figura maior. O que costumava ser apenas um passa-tempo, ganhou uma
irma que estudada por muitos mateméticos sérios pelo mundo a “Tiling Theory” (traduzindo: Teoria da
Cobertura). E por se tratar de um tema muito atrativo, logo ganhou forga nas principais competicoes de
matemaética.

Problema 1. Determine se é possivel cobrir ou ndo o tabuleiro abaixo (sem sobreposigdes) usando apenas
dominds?

Solugdo. Pinte as casas do tabuleiro acima alternadamente de branco e preto (como no tabuleiro de xadrez).
Note que, nao importa como colocamos o domind no tabuleiro, ele sempre cobre uma casa branca e ou outra
preta. Desse modo se fosse possivel cobrir o tabuleiro usando apenas dominds, deveriamos ter o tabuleiro
com a quantidade de casas pretas igual a quantidade de casas brancas. Mas no tabuleiro “quebrado” existem
18 casas brancas e 16 pretas. Logo, nao é possivel fazer tal cobertura. 0

Se duas cores ajudam muita gente, quatro cores ajudam muito mais! E isso mesmo! N&o va pensando
que é sé pintar o tabuleiro de preto e branco que vocé vai resolver todos os problemas de tabuleiro do mundo!
O proximo exemplo mostra que as vezes apenas duas cores nao bastam.

Problema 2. E possivel que um cavalo do xadrez passe por todas as casas de um tabuleiro 4 x 10 exatamente
uma vez e, em seguida retorne para o quadrado original?
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Solucdo. Pinte o tabuleiro 4 x n como mostra a figura acima. Assuma que seja possivel fazer que o cavalo
passe por todas as casas. Note que, se o cavalo estd na casa 1 s6 poderd ir para casa 3 desse modo para o
cavalo ir para uma casa de cor 1 ele passa por duas casas de cor 3, e como cada cor possui 0 mesmo nimero
de casas, fica impossivel o cavalo fazer o passeio. 0

Problema 3. Em cada um dos dez degraus de uma escada existe uma ra. Cada ra pode, dando um pulo,
ir para outro degrau. Porém, quando uma ra faz isso, ao mesmo tempo, uma outra ra deve pular a mesma
quantidade de degraus em sentido contrario: uma sobe e outra desce. Conseguirao as ras colocar-se todas
juntas no mesmo degrau? Justifique.

Solugao. Vamos dizer que uma ra tem energia i se ela estiver no i-ésimo degrau. Por exemplo, uma ra que
estd no terceiro degrau tem energia 3, se ela pular para o sétimo degrau passara a ter energia 7. Note que a
soma das energias de todas as ras é invariante, i.e, é sempre 1 + 2 + ---10 = 55. Desse modo se em algum
momento todas estiverem no mesmo degrau z, todas também terao energia x, ou seja 10z = 55. E como
x € N, concluimos que é impossivel todas ficarem no mesmo degrau. 0

Problema 4. Dado um polinémio quadrético az? + bx + ¢ pode mos fazer as seguintes operagoes:
i. Trocar a com c.
ii. Tocar x por x + t onde t é um real.

Usando essas operacdes é possivel transformar 22

—z—2ema?—x—17
Solucdo. Aplicando a segunda transformacao no polinémio az? 4 bx + ¢, temos
a(x + 1) +b(z +1t) + ¢ = ax® + (2at + b)x + (at® + bt + ¢)
cujo discriminante é dado por:
A = (2at + b)? — 4a(at® 4 bt + ¢) = b* — 4ac.

Assim, o A é invariante pela segunda transformagao. Também nao é dificil ver que o mesmo ocorre para a
primeira transformacao. 0O

1.2 Problemas de Teoria dos Nuiimeros

Para comecar veremos a prova de um fato fundamental em Teoria dos Ntimeros.
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Teorema. Existem infinitos niimeros primos.

Prova. Suponha que exista uma quantidade finita de ndmeros primos. Sejam p1, po, ..., pr todos esses niimeros
primos. Considere agora o nimero P = pips...pr+ 1. Este nimero é relativamente primo com todos os primos
p;s, logo nao pode ser escrito como produto dos mesmo. Isso é uma contradigao ao teorema fundamental da
aritmética. Assim, a seqiiéncia dos nimeros primos deve ser infinita. 0

Problema 5. (Leningrado 1990) Existe algum ntimero de seis digitos divisivel por 11 cujos digitos sejam 1,
2, 3,4, 5, 6 em alguma ordem e sem repetigoes?

Solucao. Suponha que abedef seja um numero satisfazendo as condicdes do problema. Usando o critério de
divisibilidade por 11, temos que (b+d+ f) — (a + ¢+ e) deve ser um multiplo de 11. Como a soma méxima
e minima de trés elementos do conjunto {1,2,3,4,5,6} é 6 +5+4 =15e 1+ 2+ 3 = 6, respectivamente,
temos [(b+d+ f) — (a+c+e)] <16 —6 =10. Logo, (b+d+ f) — (a+ ¢+ ¢e) = 0. Por outro lado, a soma
a+b+c+d+e+ f=21. Logo, é impossivel que b +d+ f = a + ¢+ e. Concluindo que nao ha ntmeros
com tais propriedades. O

Problema 6. Mostre que v/2 nao é racional.

Problema 7. Existe algum quadrado perfeito cuja a soma dos digitos seja 20047
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