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INTRODUCAO

Um resultado interessante sobre areas, e que pode ser util em problemas mais dificeis sobre o
assunto, é conhecido com o nome informal de “teorema dos carpetes” Em 2014, entrei em con-
tato com esse resultado por meio de um dos problemas da 172 Olimpiada Paulista de Matematica
(prova da 1° fase) que me foi apresentado por Pedro Pomela, aluno do 8° ano da Escola Nossa
Sra. das Gragas. O problema da Olimpiada tratou do assunto da seguinte forma:
PROBLEMA 2 - nivel B (8° e 9% anos do ensino fundamental)

Um fato relativamente simples sobre areas e que muitas vezes ajuda a resolver problemas

complexos é o teorema dos Carpetes:
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Colocamos dois carpetes em um dormitério. Se a soma das dreas dos carpetes é igual a drea do dor-

mitério, entdo a drea da intersecgdo dos carpetes é igual a drea da regido ndo coberta por carpetes.
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(a) Utilizando a notagao dada pela figura, isto é,
w € a regido branca, z é a regido verde-escuro, e
a regido verde claro é composta pelas regides x
e y, sendo que a regido y é a intersec¢do dos
carpetes, prove o teorema dos carpetes, ou seja,
prove que y = w.

(b) Na figura a seguir, ACEF é um retangulo.
Prove que a drea mais escura (quadrilatero

CGHI) é igual a soma das trés dreas brancas.
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O item (a) tem resolucdo imediata observando
que x + w=x+ Yy, oqueimplica y =w (proprie-
dade cancelativa da adi¢do). Para o item (b), note
que a soma das areas dos triangulos ABC e CDE
¢ igual a drea do retangulo ACEF e, pelo teorema
dos carpetes, a area da intersecgdo entre esses dois
tridngulos sera igual a area da regido do retangu-
lo que nao foi ocupada por eles, que é a soma das
areas dos triangulos ADI, BEG e do quadrilatero
DFBH. Simples e elegante, nao é?

Vale observar que as formas das figuras em
questdo nao interferem na validade do teorema
dos carpetes. Isso fica facil de perceber observan-
do ser sempre possivel “trocar” uma figura por
um retangulo de mesma drea, o que reduz a situa-
¢ao aquela demonstrada no item (a) do problema
da Olimpiada, como mostra a figura na coluna ao
lado.

Neste artigo pretendo apresentar quatro outros
problemas que também podem ser resolvidos de
forma elegante por meio do teorema dos carpetes.

Os problemas estdo dispostos em ordem crescente
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de dificuldade. Aos leitores que particularmente se
interessarem pelo assunto deste artigo, recomendo
uma visita ao link indicado na bibliografia onde o
teorema dos carpetes pode ser visualizado dinami-
camente em diversas outras situagdes de figuras.

PROBLEMA 1
Sejam AM e BN medianas do triangulo
ABC e D o seu baricentro. Prove que a area
do tridngulo ABD ¢ igual a area do quadrila-

tero CMDN.
B

A

RESOLUGAO
Uma propriedade conhecida da mediana é a de
que ela divide o triangulo em dois outros de
mesma darea, como se vé a seguir para a me-
diana BN:

O teorema dos carpetes

»ﬁ revista do professor de matematica | n° 86 | 7

05/12/2014 11:09:31 ‘




RESOLUGAO

Juntas, as areas dos semicirculos indicados por
A, e A, equivalem a drea do setor circular indicado
por ., como se vé a seguir:

O teorema dos carpetes
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2-b-h b-h
A, apc :T:b'h e A,y =A.cen :7- . .

Observando o mesmo resultado para a media-

na AM, podemos concluir que os triAngulos ABN 1 1 2 nr?
P . 1 X S, =—m2r)’=mr’ e § =S =onrt=—r.
e ABM tém mesma drea. Agora, pelo teorema dos 4 ! 2 2
carpetes, segue diretamente que a area do triangulo ®

ABD, que fica na intersec¢do dos triangulos ABN e Entdo, pelo teorema dos carpetes, S, =,

ABM, ¢ igual a drea do quadrildtero CMDN.
PROBLEMA 3

Na figura, ABCD ¢ um quadrado. Prove que
§+5,+8,=S,

PROBLEMA 2
Sabendo que os arcos da figura sao arcos de
circunferéncias, prove que as areas S, ¢S,
indicadas na figura, sao iguais.

B
[ ]
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RESOLUGAO
Sendo ABCD um quadrado de lado
¢, os triangulos PBC e QCD tém mes-

O teorema dos carpetes

ma drea igual a (*/2, cada uma equi-
valente a metade da area do quadrado
ABCD. Pelo teorema dos carpetes, se-
gue diretamente que

§,+5,+8, =8,

PROBLEMA 4
No triangulo ABC da figura, PA',
QB' e TC' seintersectam em M, e
sao segmentos paralelos aos lados do
tridngulo. AA', BB' e CC' sao dia-
gonais dos trapézios ACA'P, ABQB'
® e BCTC', e se intersectam (duas a
duas)em X, Y e Z. Sendo M um
ponto no interior do tridngulo ABC,
prove que a area do tridngulo XYZ ¢
igual a soma das areas dos tridangulos

AB'Z, BCX e CA'Y.

RESOLUGAO

Na figura ao lado, note, por meio do
trapézio BCTC', que a soma das areas
dos triangulos BMC e CC'T ¢ igual a
area do trapézio BC'TC.

s _(Btb)-h
BC’TC — 2
B-h b-h (B+b)-h
S s +S cop = bt =T
ABMC ACC’T 2 2 2

Pelo teorema dos carpetes, segue

Sl+Sz=SS+S4.
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Raciocinio analogo com os trapézios ACA'P e ABQB' (ver figuras a seguir) permite concluir que

S5+SG=S4+S7 e 85+S9=82+SS.

A

O teorema dos carpetes

Escrevendo:
§,+8,=8,+85, (1) &
S;+8,=8,+8, (2)
SS+89=82+88 (3)

e fazendo (1) - (2) + (3), vem S, + 89 +§, = S3 + Ss+ SG.

Na figura abaixo, observe que o resultado que acabamos de obter conclui a demonstragao do problema.

BIBLIOGRAFIA

[1] ANDREESCU, T,
ENESCU, B. Mathematical
Olympiad Treasures. Boston:
Birkhauser, 2004.

Link sugerido: http:/
www.cut-the-knot.org/
Curriculum/Geometry/
CarpetsinSquare.shtml
(consultado em 19/07/2014).

10 | n°86 | revista do professor de matematica »ﬁ

- ‘ RPM86_06-10_TeoremadosCarpetes.indd 10 @ 05/12/2014 11:09:42 ‘ R



