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AS LUAS DE HIPOCRATES: A LONGA
HISTORIA DE UM PROBLEMA NA
HISTORIA DA MATEMATICA

Maria Elisa E. L. Galvao
Vera H. G. de Souza
Universidade UNIBAN — Anhanguera

A medicio e o calculo de areas, entre as civili-
zagdes mais antigas, estavam relacionados a figuras
geométricas simples como triangulos, quadrilateros
e regioes poligonais. Entre os gregos, dada a impor-
tancia das construgdes com a régua e o compasso,
estabeleceu-se o procedimento da quadratura:

dada um figura geométrica, fazer a sua qua-
dratura é construir, com o auxilio desses dois
instrumentos, um quadrado equivalente a ela,
ou seja, com a mesma drea da figura dada.

Usando a régua e o compasso, podemos fazer a
quadratura do triangulo ABC da figura 1, obser-
vando, inicialmente, que ele é equivalente ao retan-
gulo ABDE. A figura 2 mostra como, a partir do
retangulo ABDE, construir o quadrado equivalente
a ele, pelos métodos elementares utilizados no pe-
riodo classico da matematica grega.

=

figura 1

O tridngulo ABC ¢ equivalente ao retdngulo ABDE, quando o
lado AE do retdngulo é a metade da altura do triangulo

Na figura 2 a seguir, o retangulo ABDE é equiva-
lente ao quadrado em vermelho, cujo lado x éaal-
tura do triangulo retangulo AFH. A hipotenusa do
triangulo AFH tem medida AF = AB + BF, sendo
BF = BD = AE, pois x> = AB. BF = AB.BD.
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Para passar da quadratura do triangulo a das re-
gides poligonais, o primeiro passo pode ser ilustra-
do considerando um quadrilatero ABCD; ¢é possivel
encontrar um triangulo equivalente a ele tomando,
por exemplo, a reta (pelo vértice D, na figura 3) pa-
ralela a uma de suas diagonais (na figura 3, a diago-
nal AC) e determinando o triangulo ACE equiva-
lente ao tridngulo ADC (tém a mesma base e mesma
altura). Entdo o triangulo BCE ¢ equivalente o qua-
drilatero ABCD.

figura 3

O tridangulo BCE é equivalente ao quadrildtero ABCD

Desde aproximadamente 500 a.C., uma pergunta
esteve presente entre os matematicos e s6 foi com-
pletamente respondida no século XIX:

Podemos construir, com régua e compasso, um
quadrado equivalente a um circulo?

ou seja, como encontrar a quadratura do circulo?

Hoje, sabemos que a quadratura do circulo ¢
impossivel. No entanto, a primeira quadratura de
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uma regido nao poligonal que conhecemos é devida
a Hipdcrates de Chios, que viveu no século V a.C.
Estima-se que, entre 450 e 430 a.C., Hipocrates tenha
escrito seu trabalho mais importante, os Elementos

historia & histdrias

de Geometria. Embora os originais tenham se per-

dido, a obra é considerada precursora dos primeiros e G
i i ) gura 6.

livros dos Elementos de Euclides e nela foram regis-

trados importantes avangos para a Geometria do seu

tempo.

As luas estudadas por Hipdcrates de Chios (fi-
gura 4) ficam determinadas quando tracamos duas

circunferéncias em um plano, com centros distin-

tos e que tém exatamente dois pontos em comum;

figura 6.3

sao as duas regides nao convexas (ou também ditas
A Beren . figuras 6: Segmentos e setores circulares
concavo-convexas) limitadas pelos arcos de circun-

feréncia. Considera-se que o estudo de Hipdcrates sobre a

quadratura das luas foi, provavelmente, uma tenta-
tiva para chegar a quadratura do circulo. Hipdcrates
utilizou uma propriedade simples dos setores circu-
lares (figura 5): a razdo entre as areas de dois seto-
res cujos angulos centrais sdo congruentes ¢ igual
a razdo entre os quadrados dos comprimentos de
suas respectivas cordas. Ou seja, se A e A, sdo

figura 4

As luas de Hip6crates as areas dos setores circulares OAB e OCD ou dos

triangulos OAB e OCD na figura 5, temos entdo
2 2

A A—B Essa razao AB ¢ também a razdo

A, CD? :

entre as areas dos correspondentes segmentos circu-

lares de cordas AB e CD.

O primeiro exemplo estudado por Hipdcrates
trata da quadratura de luas construidas sobre os

lados de um tridngulo retangulo isdsceles, como o

triangulo ABC nas figuras 6.

E c A hipotenusa e o lado do triangulo ABC sio
tais que AB? = 2AC%. A estratégia de Hipdcrates
para chegar a drea das luas ¢ simples e criativa; ele

observou que se juntarmos ao triangulo retangulo

A D B isosceles (cuja area chamaremos A t) as semicircun-
feréncias menores (de area Al) cujos diametros sao
figura 6.1

seus catetos e retirarmos a semicircunferéncia maior
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(cuja area é Az), ficamos com as duas luas (cuja
soma das areas denotaremos 2A). Como acrescen-
tamos e retiramos areas iguais (de AB® = 2AC? te-
mos A, =2A,), sabemos que a drea do triangulo
inicial é igual a soma das dreas das duas luas. Ou
seja, de 2A=A +2A - A, segueque 2A =4 e,
portanto, a area A da lua serda a metade da area do
triangulo ABC, ou ainda igual a drea do triangulo
ACD. O problema da quadratura da primeira figura
ndo poligonal nos fornece uma maneira interessante
para trabalhar com dreas de figuras circulares sem

usarmos formulas.

Hipoécrates exibiu dois outros exemplos de luas
cuja quadratura pode ser descrita com argumen-
tos semelhantes aos que acabamos de descrever.
No primeiro deles, o arco exterior ¢ maior do que
uma semicircunferéncia e, no segundo, menor. No
exemplo em que o arco exterior ¢ maior do que uma
semicircunferéncia, o arco foi dividido em trés arcos
congruentes e a solu¢ao, que seguiu a mesma ideia
ja descrita para o triangulo retangulo isdsceles, ba-
seou-se na constru¢do de um trapézio isdsceles cuja
base menor é congruente aos lados nao paralelos; na
figura 7, AD = CD = BC. Além disso, Hipdcrates
supds que AB? = 3BC* e que os correspondentes
setores sao semelhantes. Dai, a raziao entre as areas
A, e A, dos segmentos circulares correspondentes
as cordas AB e BC, respectivamente (ou, conse-
quentemente, AD e C_D) »€3,0useja, A =3A,.

=

figura 7

A

Novamente, podemos escrever a igualdade: A =
AT + 3A2 - Al, onde A éadreadaluae AT éa
area do trapézio ABCD. Hipdcrates verificou que o
trapézio pode ser construido com régua e compasso,
o que garante a quadratura da lua. A figura 8 ilustra
o ultimo exemplo de Hipdcrates, o caso em que o
arco externo ¢ menor do que uma semicircunferén-
cia. Novamente, teremos um trapézio isdsceles, cuja
base menor é congruente aos lados nao paralelos (o
arco externo dividido em trés partes iguais); o ponto
de encontro das diagonais divide o arco interno em
dois arcos congruentes, e todos os arcos correspon-
dem a um mesmo angulo central. Novamente, para

poder usar o argumento de compensa¢ao de areas,
3
2 2 7
supondo AE" =—BC", teremos que as areas A1

e A, dos segmentos circulares correspondentes as
cordas AE e BC, respectivamente, satisfacam a
relagio 24, =3A,.
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A relagao entre as dreas, neste caso, ¢ dada pela
expressao: A = Ap + 3A2 = 2A1, onde AP éadreado
poligono AEBCD, que sera equivalente a lua origi-
nal. Novamente, verifica-se que o poligono pode ser
construido com régua e compasso a partir do tra-
pézio. As hipdteses feitas por Hipdcrates garantiram
que houvesse o cancelamento das areas acrescenta-

das e retiradas, nos dois casos.

Ao longo de mais de dois mil anos, as trés luas de
Hipdcrates foram as unicas luas cujas quadraturas
eram conhecidas e podiam ser realizadas utilizando

recursos acessiveis a um estudante do ensino médio.

A expansao do mundo drabe a partir do século
VIII permitiu o contato com o conhecimento dos
periodos classico e helénico e o surgimento de im-
portantes centros de estudos na peninsula ibérica,
no Oriente Médio e no Egito. Um nome de desta-
que nesse mundo arabe ¢ o de Ibn Al-Haytham, que
viveu no inicio do século X (965-1040). Reprodu-
zindo os argumentos de Hipdcrates, Al-Haytham
exibiu a quadratura da reunido de luas limitadas
por semicircunferéncias construidas sobre os lados
de um triangulo retangulo qualquer, como na figu-
ra 9, provando que a reunido das luas é equivalente
ao tridngulo retangulo. A relagao entre as areas dos
semicirculos, neste caso, sera consequéncia do teo-

rema de Pitagoras.

figura 9

Exceto essa pequena contribuigio de Al-
Haytham, ndo encontramos avangos na solugao do
problema da quadratura das luas, desde Hipdcrates
até o século XVIII.

Passaram-se mais de dois milénios até que fos-
sem descobertas duas novas luas cujas quadraturas

se mostraram possiveis. Os avangos da Trigonome-
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tria, com a obtengdo das férmulas gerais para senos
e cossenos de arcos multiplos, dadas por Viéte ao
final do século XVII, permitiram que Wallenius,
em 1766, e Euler, em 1772, exibissem os dois novos
exemplos. Wallenius, além disso, conduziu o pro-
blema para a sua discussdo mais geral, encontrando
as equagoes polinomiais, cujas solugdes ele s6 sabia
discutir quando os graus se reduziam a 2 ou 4. Va-
mos examinar alguns detalhes do trabalho de Wal-

lenius.

Ele escreveu a area A da lua (figura 10) como a
diferenca das dreas dos segmentos circulares corres-
pondentes aos dngulos centrais medindo 2o e 2f3 e

obteve a expressao:

1 1
A:(rza—arzsenZOL = RZB—ERZSWZB =

1 1
r"a—RB- ErzsenZOL 4 EsteHZB.

figura 10

Observou que a expressao fica mais simples com
a hipétese de que r’a. - R?B = 0. Como os dois
segmentos circulares tém a corda AB em comum,

usou ainda a relagdo trigonométrica: PB = rseno. =
2 2
sen‘o.  senf

Rsenf. Dai, Escreveu R* = ur?,

o



o \ <
sendo y=— e, voltando a expressao para PB, fi-

cou com sen(uf) = /u senp.

A hipétese para a simplificagdo da expressdo
para a area equivale as relagdes entre as areas dos
setores inicialmente considerados por Hipdcrates,

2

lembrando que —=—-=u. Somente ao final do
2

século XX os matematicos conseguiram provar que

essa hipdtese é necessaria para que a quadratura da

lua seja possivel.

A descoberta de novas luas é consequéncia da
existéncia de solugdes construtiveis para equagao
obtida de sen{(uf3) =\/;Sen(B). Wallenius encon-
trou as solugdes construtiveis das equagdes corres-
pondentes aos valores: u =2, 3, 3/2, 5 e5/3. Os
novos exemplos exibidos por Wallenius (figuras 11)

correspondem a u =5 e u = 5/3. Por exemplo,
quando R= Jar, a equagio Ju sen(f) = sen(up)
se escreve

NG senP = 5senp — 20sen’P + 16sen’p,
5- V44545

8
o angulo B sera construtivel com medida aproxi-

cuja solugdo positiva para senZB é

mada de 23, 5° ( Wallenius utilizou logaritmos para
chegar a esse valor). Dado u, lembrando que, sendo

2

a R . . .

u=—=—, escolhido um dos raios, a construtibi-
B r

lidade do angulo B (e do dngulo a = 5f), podemos

construir, com régua e compasso, a primeira lua, na

figura 11.1. A segunda lua, figura 11.2, corresponde
a u=5/3.

figura 11.1

i N
/1 figura 11.2 1N,

O problema, em sua forma mais geral, que con-
duz a investigacao sobre a possibilidade da quadra-
tura para novos exemplos depende, essencialmente,
do estudo das equagdes resultantes da utilizagdo das
féormulas da trigonometria para as fungdes de arcos

multiplos.

A quadratura das luas tem, portanto, desde a an-
tiguidade até o século XVIII, uma formulagdo que
comeg¢a na Geometria, passa pela Trigonometria e
chega a Algebra; deparamo-nos com a questdo da
construtibilidade das raizes de uma equagao algé-
brica, esta agora nao elementar, com respostas ini-
ciais somente na segunda metade do século XIX. A
resposta, do ponto de vista geral, para existéncia de
luas quadraveis s6 foi conseguida na primeira me-
tade do século XX e estd nos trabalhos de varios
matematicos (TSCHAKALOFE 1929; TSCHEBO-
TAOW, 1934; DORODONOV, 1947; POSTINOV,
2000). Depois de aproximadamente dois milénios, a
conclusdo é que ndo temos outros exemplos de luas
cujas quadraturas sejam possiveis, além dos desco-

bertos por Hipdcrates e Wallenius.
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