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O teorema de Pitagoras é sem duvida o teorema mais
“popular” entre os estudantes do ensino basico. Apesar de
existirem mais de 370 demonstracoes diferentes (RPM 02),
poucos sabem demonstra-lo, embora muitos saibam seu
enunciado. Sua popularidade deve-se a sua vasta utiliza-
¢do em aplicagoes, ndo s6 em Matemadtica, mas em varias
areas do conhecimento.

Inspirado no cartaz da OBMEP 2012, coloco a seguinte
questdo: Existe uma extensao natural do teorema de Pita-
goras no espaco?

Uma extensao conhecida para uma figura tridimensio-
nal é arelacao entre as arestas e a diagonal de um paralele-
pipedo retangulo, como mostra a figura abaixo.

Aplicando o teorema de Pitdgoras aos tridngulos retan-
gulos ABC e ACH, obtemos a’® + b+ ¢ =d? ouasoma
dos quadrados das arestas que se intersectam em um dos
seus vértices € igual ao quadrado da diagonal. Embora esse
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enunciado seja semelhante ao do teorema de Pit4dgoras, ele ndo envolve ou-
tros elementos do paralelepipedo, por exemplo, as suas faces.

A intuicdo sugere que um resultado no espaco, similar ao teorema de Pi-
tagoras, deve envolver um tetraedro com um triedro trirretangular, em ana-
logia ao angulo reto do tridngulo retangulo, como mostra a figura 1.

figura 1

A primeira tentativa nos leva a uma relacao entre as arestas que compdem
o triedro trirretangular e as arestas da face oposta.

De fato, se a, b, ¢, x, y e z sdo as medidas dessas arestas, a aplicacao do
teorema de Pitdgoras nas faces que sdo triangulos retdngulos nos conduz o
seguinte resultado:

P+ +22=2(a® + b+ A).

O enunciado desse resultado, no entanto, além de nao relacionar as faces
do tetraedro, assim como no caso do paralelepipedo, nao possui a mesma
forma do teorema de Pitagoras.

Como segunda tentativa, buscaremos encontrar uma relacdo envolvendo
as areas das faces do tetraedro. O resultado a seguir é verdadeiro:

Teorema
Num tetraedro com um triedro trirretangular, o quadrado da 4rea da
face oposta a esse triedro é igual a soma dos quadrados das areas das
outras faces.

Antes da demonstracdo, um comentério: O enunciado pode ser conside-
rado uma extensao do teorema de Pitdgoras para poliedros. As faces laterais
do tetraedro fazem o papel dos catetos do tridngulo retangulo e a face oposta
ao triedro trirretangular corresponde a hipotenusa do tridngulo.

Demonstracao do teorema
Sejam S(ABC), S(ABD), S(ACD) e S(BCD) as éreas dos tridangulos ABC,
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ABD, ACD e BCD, respectivamente.
Comonafigura l, x, y, z, a, b e c¢ sao as medidas das arestas AB, BC,
AC, AD, BD e CD, respectivamente. Entao,

S(ABD) =%, S(BCD)= %, S(ACD) :%,

ja que os triangulos sao retangulos. Pela férmula de Heron
S(ABC)=\/p(p—x)(p—y)(p—2), sendo p=""I7Z,
Elevando essas areas ao quadrado, obtemos:

212 22 22
@b” sBepy? =P scacpy? = £C

S(ABD)? = e

S(ABCY* = p(p - x)(p - y)(p - 2).

Substituindo o valor de p, ficamos com

S(ABC)? :(x+;/+zj{y+z—xj(x+z—yj(x+;f—zj:

1
=E[(x+y+Z)(x+y—Z)][(y+z—x)(x+z—y)]
=%(x2 +2xy+y2 —z2)2xy—x% - y* +2°)
= %(—x4 +2x%y% —yt v 2y?2? 1 ox?z? - 2h).
Como X% =a’+ b, y2:bz+c2 e Z2=a’+ ¢ segue que
S(ABC)2 = %(zmzbz +4a’c?® + 4b202). Ufa! Quantos calculos!
2p2 12,2 42,2
+
4 4

a

Logo, S(ABC)? =( )=S(ABD)? + S(BCD)? + S(ACD)?.

Nota da RPM

No capitulo 4, p. 80, do livro Temas e problemas elementares, Cole¢do do Pro-
fessor de Matematica (Elon Lages Lima e outros), publicacdo da SBM - Socie-
dade Brasileira de Matematica, estd uma demonstracao do resultado final deste
artigo, sem utilizar a férmula de Heron. No livro, ap6s a demonstracado, hd uma
nota afirmando que o resultado é mais geral: “se uma figura plana qualquer é
projetada em trés planos perpendiculares dois a dois, o quadrado da drea dessa
figura é igual a soma dos quadrados das areas das trés projegoes”
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