ARTIGO

SOBRE MULTIPLOS ”IRADOS”

Compilado por GILBERTO GARBI, a partir de informacdes fornecidas
pelos professores ANTONIO LUiz PEREIRA, DANIEL V. TAUSK, MANUEL
V. P. GARCIA, RENATE WATANABE e SEVERINO TOSCANO MELO, que se
divertiram discutindo o problema e suas implicagdes.

Ja na década de 80, varios professores brasileiros conhe-
ciam uma curiosa proposicao da Aritmética:

Qualquer numero natural tem um miultiplo que pode ser
escrito utilizando-se apenas os algarismos 0 e 1.

A inclusao de uma questao sobre isso na OBMEP/2011
(RPM 77, p. 9) reacendeu o interesse sobre o problema jun-
to a nossos professores e trouxe a tona informacdes interes-
santes que a RPM deseja compartilhar com seus leitores.

Em primeiro lugar, vale dizer que a denominacao multi-
plo “irado’; para o menor dos multiplos de um natural qual-
quer que possam ser escritos empregando-se apenas os al-
garismos 0 e 1, é criacdo do Comité de Provas da OBMEP,
valendo-se de um adjetivo usado coloquialmente pelos jo-
vens de hoje, de modo que ninguém ira (ainda) encontra-la
nos livros sobre Teoria dos Numeros.

A referida proposicao pode ser demonstrada de vérias
maneiras, mas a mais elementar delas parece ser a seguinte:
sejam n um inteiro positivo qualquer e

1,111,111, 1111, ....... ,11111...1,
a sequéncia de n naturais cujo ultimo elemento contém n
algarismos 1. Dividamos cada um dos elementos por 7, ob-
tendo n restos. Se algum desses restos for zero, teremos en-
contrado um multiplo de 7 escrito apenas com o algarismo
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1; se nenhum dos restos for zero, entao, pelo “principio das casas de pombos’,
pelo menos dois dos restos serao iguais, ja que somente (n - 1) restos dife-
rentes podem ser obtidos quando se divide um inteiro qualquer por n. Sejam
a e b os dois nimeros da sequéncia que produziram restos iguais ao serem
divididos por n, com a < b. Entao, a diferenca b - a é divisivel por n. Mas
essa diferenca é formada por um conjunto de algarismos iguais a 1, seguido
de um conjunto de algarismos iguais a 0, e a proposicao estd demonstrada.

Provado que todo natural tem pelo menos um multiplo que pode ser escri-
to apenas com 0’s e 1’s, fica igualmente demonstrado que todo natural tem
seu “irado’, ja que sempre um deles serd o menor.

O leitor terd observado que em etapa alguma da prova acima foi preciso
supor que a base de numeracdo em que n estd grafado é nossa familiar base
10: toda a argumentacao continua vélida, qualquer que seja a base do sistema
de numeracao utilizado (o caso da base 2 é trivial ja que nela existem s6 os
algarismos 0 e 1).

Embora o processo utilizado para a prova da proposicao conduza invariavel-
mente a um multiplo grafdvel apenas com 1’s e 0’s, nem sempre o que se ob-
tém é o “irado’, ou seja, o menor daqueles multiplos. Por exemplo, para n
=7, oprocesso descrito conduza 111.111 (7 x 11 x 37 x 39), mas o “irado” de 7
é 1001 (7 x 11 x 13). Como fazer, entao, para se obter o “irado” de n qualquer?

Para alguns naturais particulares, como 2, 3, 4, 5, 6, 8 e 9, uns poucos
raciocinios elementares resolvem a questao. Por exemplo, o “irado” de 3 sé
pode ser 111 porque, para ser divisivel por 3, um nimero formado por 0’s
e 1's tem que ter no minimo trés 1’s e o menor deles é 111. Raciocinio ana-
logo € usado para provar que o “irado” de 9 é 111.111.111 ou que o de 45 €
1.111.111.110. Em casos menos 6bvios, o método de tentativa e erro é enfa-
donho e nada préatico. Mas ele pode ser simplificado, conforme o exemplo a
seguir, onde se determina o “irado” de 7 por meio de uma espécie de “Crivo
de Erat6stenes de irados”: Os dois primeiros algarismos do “irado” procurado
s6 podem ser 10 ou 11. Como nenhum desses nimeros é multiplo de 7, os
candidatos seguintes sdo 100, 101, 110 e 111. Novamente, nenhum sendo
multiplo de 7, devemos testar as alternativas 1000, 1001, 1010, 1011, 1100,
1101, 1110 e 1111. Como 1001 é divisivel por 7, esse € seu “irado”. O leitor
verificard facilmente que 1001 é também o “irado” de 13 ede 77 e que 111
também € o “irado” de 37. Por outro lado, 110 s6 é “irado” de si mesmo, por-
que seus outros divisores sao 2, 5, 10 e 11, cujos “irados” sdo 10, 10, 10 e
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11. Amedida que n cresce, esse algoritmo vai se tornando exponencialmente
mais trabalhoso, mas ele funciona com o auxilio de uma calculadora manual
para n até algumas poucas dezenas. A partir dai, é recomendével programar
um computador para o trabalho. O leitor estd convidado a encontrar os “ira-
dos” de 19 e 23.

E possivel demonstrar que todo ntimero natural, primo com 10, tem, na
base 10, pelo menos um multiplo formado apenas por 1’s (do tipo 111...1).
Por exemplo, 37x3=111 ou 37 x3.003 =111.111. A prova pode ser encontra-
da no artigo Voltando a falar sobre dizimas, RPM 10, p. 23. Prova-se, também,
que todo primo maior do que 5 tem, na base 10, um multiplo iniciando e
terminando com 1, sendo todos os demais algarismos intermediérios iguais
a 0 (do tipo 10000...0001). O primo 13 é um exemplo ilustrativo das duas
afirmacoes, pois ele tem os multiplos 111.111 e 1001 (além de 10101).

Imagine o leitor, agora, que tomemos um natural n qualquer e um blo-
co de algarismos dentre os existentes em determinada base de numeracao.
Entao, pode-se provar que existe um multiplo de n formado pela repeticao
daquele bloco de algarismos, seguida eventualmente de certa quantidade de
zeros (inclusive nenhum zero). Por exemplo, imaginemos o bloco 157 de alga-
rismos de uma base qualquer maior do que 7 e o natural 21. Entdo existe um
multiplo de 21 do tipo 157157157....000 (um deles é 157157157157157157).
O leitor provara essa proposicao utilizando o mesmo raciocinio empregado no
inicio deste artigo. Certamente foi por esses e outros tipos de diabruras com os
numeros que Gauss costumava dizer que “a Matemadtica é a rainha das cién-
cias e a Teoria dos Numeros é a rainha da Matematica”..

Dentro da atual tendéncia utilitarista do ensino da Matematica no Brasil,
alguém poderd perguntar: “E para que servem os multiplos ‘irados’?” A pri-
meira vista, parece pouco provavel que os habituais clientes da Matematica
- fisicos, engenheiros, financistas, estatisticos, etc. - encontrem para eles al-
guma aplicac¢do pratica no contexto em que vivem. Mesmo assim, eles servem
para algumas coisas importantes, como treinar o raciocinio légico-dedutivo
dos jovens, fazé-los sentir como acontecem as descobertas matematicas a
partir de perguntas, conjecturas e demonstragdes e motiva-los ao estudo e
pesquisa, através do prazer que obtém ao realizar suas proprias inquiricoes
e descobertas. Finalmente, eles servem para mostrar que existe muita beleza,
desafio e inteligéncia fora do restrito territério do exclusivamente contextua-
lizavel em Matematica.
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