ARTIGO

MEDIAS E PROBLEMAS DE
OTIMIZACAO

FERNANDO HENRIQUE ANTUNES DE ARAUJO

Os problemas de otimizacdo caracterizam-se por nao
mostrarem em seu enunciado a funcao a ser otimizada, fa-
zendo com que o aluno ponha em evidéncia conhecimen-
tos prévios e a habilidade de resolver situacoes-problema.

Nos cursos superiores de Matematica, problemas de
otimizacao costumam ser resolvidos com o uso do célcu-
lo diferencial. No contexto de ensino médio, a maioria dos
problemas de otimizagdo conduz a uma funcao polinomial
do segundo grau, mas € claro que ha uma ampla gama de
problemas elementares que ndo se enquadram nessa sim-
plificacao.

No entanto, mesmo no ensino médio podem ser trata-
das situacdes relativas a otimizacdo que normalmente s6
seriam abordadas no ensino superior, pois a desigualdade
entre as médias aritmética e geométrica mostra-se eficien-
te na resolucao de tais problemas.

A desigualdade das médias é o teorema que diz que, se
X Xy ooor X, sdo numeros reais positivos, entdo sua média
geométrica ndo supera sua média aritmética, isto é:

X+ Xp 4 HX
12 n> XXX, -

n

E mais: a igualdade s6 ocorre quando todos os nimeros
forem iguais, x, =x,=..=x .O leitor interessado pode
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consultar varias demonstracoes dessa desigualdade para dois nimeros em
[3], onde também ha um esboco da demonstracao geral para n numeros,
ou ainda na prépria RPM [4]. Em [1] e [2], podem-se encontrar diferentes
demonstracoes que nao usam Calculo, para » ntiimeros.

Vejamos agora alguns exemplos de problemas de otimizagao e suas solu-
¢oes utilizando a desigualdade em questao:

Problema 1

Se 1200 cm? de material estiverem disponiveis

para fazer uma caixa com uma base quadrada e sem h
tampa, encontre o maior volume possivel da caixa e

as dimensodes para que isso ocorra. X

Solucao: Seja A a area da superficiee V ovolume da caixa. Se h é a altura
da caixa, temos A =x*+4xh=1200 e V=x*h. Aplicando a desigualdade entre
as médias em A:

1200  x2 +2xh+2xh
3 3
Logo, 4V <400° ou V <4000.

Esse resultado nos diz que o volume é menor ou igual a 4000 cm?, e o vo-
lume serd maximo se, e quando, a igualdade ocorrer. A igualdade acontece
quando os termos forem iguais, x>=2xh. Resolvendo o sistema

x2=2xh

> %/x2 2xh2xh = %’/4(x2h)2 = %/4V2 .

obtemos x=20cm e h=10cm e constata-se que, de fato,
x% +4xh =1200

ocorre o valor maximo, V=4000cm?®, para esses valores.

Problema 2

Se uma lata de zinco de volume 16n cm® deve ter a forma de um cilindro
circular reto, ache a altura e o raio do cilindro para que a quantidade de ma-
terial usado em sua fabricacdo seja a menor possivel.

Solucao: Seja r oraio dabase, h aalturae S a drea da superficie total do
cilindro. Entdo, temos *h =16 e S=2nrh+2nr’. Usando a desigualdade das
médias em S, obtemos

S nrh+nrh+2nr’
- > Yrrhnrh2nr® =323 (2h)2 =Y213(16)2 =¥2°7° =8r.

Ouseja, S>24n e S serd minima se, e quando, a igualdade ocorrer, isto
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é, quando mrh = 2. Resolvendo o sistema

nrh=2nr?
) obtemos h=4cm e r=2cm e constata-se que, de fato, o
r‘h=16

minimo para S, S=8n cm?, ocorre para esses valores.

Problema 3

Encontre as dimensées do cilindro circular reto de maior area lateral que
pode ser inscrito numa esfera de raio 6 m.

Solucdo: A figura ao lado mostra a interse- ,

¢ao do sdlido com o plano que contém o 5 )/ .

eixo do cilindro. Se S ¢ a area lateral do )/

cilindro, temos S =4nxy com x>+ )* = 36. 2

Aplicando a desigualdade das médias, po- N

demos escrever 6 \\\
36_x+y 2z . S >

2 2 4n

ouS<72m.
A érea lateral do cilindro é entdo menor ou igual a 721 m? e serd maxima
quando, e se, a igualdade ocorrer. A igualdade acontece quando os termos

forem iguais, isto é, x* = y*. Agora basta resolver o sistema

K2=y?

) , obtendo x=y= 3/2m.
x“+y

2_36

O leitor deve ter observado que, em cada problema especifico, é neces-
sario um pouco de préatica para descobrir quais sdo os termos que devem
formar a desigualdade das médias a ser aplicada.
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