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INTRODUCAO

O processo de obtencao do volume de toras de madeira, também conhecido
por cubagem, envolve varias dificuldades, essencialmente devido as tomadas de
medidas e a forma do material em questdo. Sabe-se que o volume de uma tora
pode ser obtido com boa fidelidade se a mergulharmos em agua e, apds aguardar
o seu encharcamento, anotarmos o volume de agua por ela deslocado (método
conhecido por xilometria). Mas esse método, além de pouco pratico, é inviavel se

aplicado em arvores ainda nao cortadas.

Apresentamos neste texto alguns métodos alternativos (e classicos) de cuba-
gem de toras e algumas comparagdes entre eles, assim como sugestoes de discus-
sdes com os alunos do ensino basico.

Esse tema foi objeto de estudo na disciplina Modelagem Matematica, do
PROFMAT (Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacio-

nal), visando sua aplica¢do no ensino de Geometria para alunos do ensino médio.

A CUBAGEM DE TORAS
Além do diametro e do comprimento, que aqui consideraremos, outros pa-
rametros podem ser utilizados no célculo do volume de toras de madeira, tais
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como o quociente de forma (razao entre o diametro
s em algum ponto da tora, acima da altura do peito
I de um homem mediano (1,3 m) e o didmetro nessa
1 altura) e as fungoes de afunilamento (cujos graficos

. se ajustam ao perfil de arvores de cada espécie).

L : \ METODOS USUAIS DE CUBAGEM
C D
|. METODO GEOMETRICO
Com a forma muito préxima de um cilindro,
o volume de um tronco de arvore é obtido pela
formula
voTh
4 ,
sendo d o didmetro e h o comprimento.
No caso de a tora ter a forma proxima de um
G cone truncado, com raio da base maior R, raio da
base menor r e com comprimento h, o célculo do

volume constitui-se em proveitosa tarefa para alu-
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nos do ensino bésico.

Observando a figura 1, sendo VT o volume do

tronco do cone, VC o volume do cone de raio R e
g VC o volume do cone de raio r, escrevemos:
x_x+ h
R
r-h
X =
R—r
h+x=h+ rh ,
R—r
R-h
h+x= .
R—r
nR*Rh  mrlrh Tth(R3 - r3)
Vp=Vo-V. = - =
3(R-r) 3(R-7) 3(R-r)
Vp = %h(R2 +Rr+1%). ()

figura 2
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Podemos exprimir (1) em fun¢do do compri-

mento h e das dreas do topo A, e dabase A

“distribuindo” m nessa expressdo. Notando que

nRr = Vn2R2r2 =\/AA, , temos:

h .
VT Zg(At +‘,AtAh +Ab)

Sendo d=2r e D =2R os diametros das se¢oes,
a formula (1) é também escrita como:

Vy =Tl°—;’(D2 +Dd+d?).

OBSERVAGAO |

E oportuno salientar ao aluno que V.. € maior
que o volume do cilindro reto com comprimento h
e com base sendo a base média do tronco do cone

(veja figura 2).

De fato, sendo y o raio do referido cilindro, vemos
que ¢ também base média do trapézio retangulo de

bases r e R (com r<R) e, portanto, seu volume é:
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Logo, a diferenca entre (1) e (2) é:

Vp—Vg =Tlt—;l(D2 +Dd+d2)—71‘—:(1)+d)2

=“—h(D —d)y?* >0,
48

significando que Vi >V(y.

2. METODOS DE SMALIAN, HUBBER,
NEWTON E FRANKON

Sabemos que a area do circulo, em fungao do dia-
2
. nd
metro, é dadapor A=".

Para toras com formas ndo tio irregulares, é co-
mum considerar a area da se¢do equivalente a de
um circulo cujo diametro ¢ a média aritmética entre
duas distancias nessa se¢ao, tomadas da seguinte ma-
neira: estabelecida a maior distancia entre dois pon-

tos diametralmente opostos da tora, é determinada a



menor distancia como medida da mediatriz do seg-

mento com extremidades nesses pontos (figura 3).

Sendo d1 e d2 tais distancias, a drea adotada da

secao ¢é expressa por

T 2
A, =—(d,+d,)".
! 16(1 2)

figura 3

Também é comum considerar a area da segdo
equivalente a de um circulo, agora aceitando como
didametro a média geométrica das referidas distan-
cias, no caso de secOes praticamente elipticas. As-

sim, a drea da se¢do é expressa por
T

Observemos que A, > A . De fato:

nt| (d, +d,)?
A—Ay=—| 20 _ad, |=
1 2 4 4 1%2
2 2
n d" +2dyd, +d, _dydy)-
4 4
2 2

4 4

T 2
—(d, —d,)*>0.
16( 1 —dy)

Os métodos que serdo apresentados a seguir sao
conhecidos como métodos classicos de cubagem de
toras de madeira, onde a drea de se¢des transversais
é calculada conforme o exposto.

3. METODO DE SMALIAN

Este ¢ o método de cubagem adotado pelo
IBAMA (Instituto Brasileiro do Meio Ambiente e
dos Recursos Naturais Renovaveis). E vastamente
utilizado no meio florestal, sendo indicado para to-
ras que apresentam forma de tronco de paraboloide

(ver figura 4).
2D

figura 4

figura 4A

O volume por esse método é dado pelo produto
do comprimento ¢ da tora e a média aritmética das
areas A e A, das segOes nas suas extremidades.
Escrevemos entao
_ At + Ab c

v
S 2
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O leitor pode observar na figura 4A que
V> V..

4. METODO DE HUBER

Por este método assume-se que uma tora ¢ equi-
valente a um cilindro com mesmo comprimento ¢
e com area de base igual a area de se¢do mediana.
Pondo A~ paraa drea dessa segdo, temos

V=A c.

Um inconveniente desse método é a impossibi-
lidade de tomada da medida do didmetro no ponto
médio da tora se esta se encontra em uma pilha.

Para toras com a forma de tronco de cone (ver

observagdo 1), como a area mediana é dada por
A, = g(R +1)2,

podemos reescrevé-la como:

Al’+2 Al’Ab +Ab
m = 4 :

Com isso, a féormula do volume pelo método de
Huber para toras com essa forma é
_ At +2 AtAb +Ab c
, .

5. METODO DE NEWTON

A formula de Newton,

A +4A, + A, .
6
é tal que coincide com a férmula pelo método geo-

VN =

>

meétrico para toras com a forma de tronco de cone.
De fato, como

At+2 Al’Ab +Ab
m: 4 >
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tem-se

A +4A, +A, e (2A; +2,JA A +24A))c
6 6

_ (At +‘,AtAb +Ab)C

3

6. METODO DE FRANKON

E o adotado pelas madeireiras. Em alegacio as
perdas no processo de pré-produgdo na transforma-
¢do em subprodutos, é considerado o volume de um
cilindro tomando como base a se¢do da extremida-

de com menor 4rea.

A figura 5 ilustra essa situagao, em que o volume

¢ dado por

V= qnric :Edz,
4

sendo d o didmetro da extremidade menor, ou, ain-

da, por VF=Atc.
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COMPARAGAO ENTRE MEDIDAS DE
VOLUMES PELOS METODOS DE CUBAGEM

A tabela seguinte refere-se a duas toras de 20 m
de comprimento com afunilamentos diferentes.

At =0,2 m?

Ab = 0,25 m?
Métodos V(m?) V(m?3)
Smalian 3.4 45
Huber 2,795 4,486
Newton 2997 4,491
Frankon 0,8 4

i
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SUGESTOES

E um bom exercicio para o aluno do ensino
bésico deduzir as férmulas apresentadas no texto,
bem como tomar medidas e completar a tabela pro-
posta. Devem constatar que os erros ali verificados
estdo relacionados com o grau de afunilamento das
toras. Se, por um lado, podem ser controlados pela
distancia entre os cortes nas toras, por outro lado,
devem ser minimizados quando se desejar obter
subprodutos longos.

Apds o estudo da geometria envolvida, ¢ inte-
ressante a discussdo com os alunos sobre a precisao
dos volumes calculados pelos diferentes métodos.
Moldes em miniatura subsidiam sobremaneira
essa investigagdo. Uma coleta de dados pode-se
dar, por exemplo, com as arvores da prépria escola,
pelo caule principal apenas, em nome da praticida-
de e da seguranga.

Uma sequéncia que se pode dar a esse inicio de
discussao é a questao do reflorestamento. Ha tam-
bém muita Matematica envolvida nesse tema.
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